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கணிதம்

உறுதிமொ�ொழி

இந்தியாா எனது நாாடு. இந்தியர் அனை�வரும் எனது உடன்பிறந்தோ�ோர்.
எனது நாாட்டைை நாான் உயிரினும் மே�லாாக மதிக்கிறேேன், அதன் வளம் 
வாாய்ந்த பல்வகைைப் பரம்பரைைப் புகழில் நாான் பெெருமைைகொ�ொள்கிறேேன். 
அதற்குத்தக நாான் என்றும் நடந்துகொ�ொள்வே�ன்.

என் பெெற்றோ�ோர். ஆசிரியர். மூத்தோ�ோர் இவர்களைை நாான் நன்கு 
மதிப்பேேன். எல்லாாருடனும் நாான் பண்புடன் பழகுவே�ன். எனது 
நாாட்டினுடைையவும் நாாட்டு மக்களிடமும் பக்தியுடன் இருப்பேேன் என 
உறுதி கூறுகிறேேன். அவர்களின் நவத்திலும் வளத்திலும்தாான் எனது 
இன்பமும் அடங்கியிருக்கிறது.

தே�சிய கீதம்
ஜன கண மன அதிநாாயக ஜய ஹே�

பாாரத பாாக்ய விதாாதாா
பஞ்சாாப சிந்து குஜராாத மராாட்டாா

திராாவிட உத்கல பங்காா
விந்திய ஹிமாாசல யமுனாா கங்காா

உச்சல ஜலதி தரங்காா
தவ சுப நாாமே� ஜாாகேே
தவ சுப ஆசிஸ் மாாகேே
காாகேே தவ ஜய காாதாா

ஜன கண மங்கள தாாயக ஜய ஹே�
பாாரத பாாக்ய விதாாதாா

ஜய ஹே�! ஜய ஹே�! ஜய ஹே�!
ஜய ஜய ஜய ஜய ஹே�!
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அன்பு மாாணவர்களே�,

அளவுகளைை எண்களாாக மாாற்றுவதும், அளவுகள் சாார்ந்த சிக்கல்களைை 
எண்கணிதப் பிரச்சினை�களாாகவும், இயற்கணிதப் பிரச்சனை�களாாகவும் 
மாாற்றித் தீர்வுகளைைக் கண்டடைைவதெெல்லாாம் முந்தைைய வகுப்புகளில் 
நீங்கள் கண்டறிந்துள்ளீர்கள். சாார்பு எண்களின் செெயல் தொ�ொடர்புகளைை 
இயற்கணித கருத்துகளாாக வளர்ச்சி அடைைய செெய்வதும், அவைைகளைை 
அளவுகள் தொ�ொடர்பாான சிக்கல்களில் பயன்படுத்தப்படுவதைையும் நீங்கள் 
புரிந்துகொ�ொண்டுள்ளீர்கள். வடிவங்களின் சிறப்புத் தன்மைைகளைை 
வடிவியல் கருத்துக்களாாக மாாற்றுவதற்காான எடுத்துக்காாட்டுகளும் 
அறிமுகப்படுத்தப்பட்டுள்ளன.

இந்த வழிமுறைைகளிலே�யே� சற்று கூட முன்னே�றுவதற்காாக 
இப்பாாடநூலில் செெய்யப்பட்டுள்ளது. வெ�வ்வே�று கிளைைகளாாக வளர்ந்து 
வரும் வடிவியலும் இயற்கணிதமும் இணை�ந்து ஒரு புதிய கணிதக் 
கிளைையைை உருவாாக்குவதைை இங்கேே காாணலாாம். அனை�த்து அறிவியல் 
துறைைகளிலும் பயன்படுத்துவதும், இன்று பரவலாாகப் பயன்படுத்தப்படும் 
செெயற்கைை நுண்ணறிவு உருவாாக்கத்தில் தவிர்க்க முடியாாததாாகிய 
வாாய்ப்புகளின் கோ�ோட்பாாட்டின் முதன்மைை பாாடங்களும் இதில் 
சேேர்க்கப்பட்டுள்ளன.

கணிதத்தைை நேேசித்துத் தொ�ொடர்ந்து படிக்க விரும்பும் மாாணவர்களுக்குத் 
தேேவைையாான அடிப்படைை அறிவு அனை�த்தும் இந்தப் பாாடநூலில் உள்ளது. 
ஆரம்பக் கல்வியின் ஒரு நிலைையைை முடித்த பிறகு அனை�வரும் 
கண்டிப்பாாகக் அறிந்திருக்க வே�ண்டிய கணித கலாாச்சாாரம் தாான் இந்த 
நூலின் உள்ளாார்ந்த முக்கியத்துவம். காாரிய காாரண உணர்வுடன் 
கூடிய பகுப்பாாய்வுகளைை மே�ற்கொ�ொண்டு, அதன்மூலம் மட்டும் முடிவுகளைை 
வடிவமைைக்கத் தேேவைைப்படும் மனோ�ோபாாவத்தைை இந்தக் கலாாசாாரம் 
உருவாாக்குகிறது.

அன்பாான வாாழ்த்துகளுடன்,

முனை�வர் ஜெ�யபிரகாாஷ் ஆர்.கெ�.
இயக்குநர் 

எஸ்.சி.இ.ஆர்.டி கேேரளம்



மாாநிலக் கல்வியாாராாய்ச்சி மற்றும் பயிற்சி நிறுவனம் (SCERT)
வித்தியாாபவன், பூஜப்புரைை, திருவனந்தபுரம்,  695 012

TEXTBOOK DEVELOPMENT TEAM

Academic Coordinator
Dr. Anilkumar A.K. 
Research Officer, SCERT

Advisor Chairperson

Experts

Participants

Dr. E. Krishnan
Head (Retd.), Department of Mathematics,
University College, Thiruvananthapuram

Dr. P. Ramesh Kumar
Head (Retd.), Department of Mathematics,  

University of Kerala  
Karyavattom, Thiruvananthapuram

Padmaprasad K.
HST Mathematics, Pandallur HSS, 

Kadambode Post, Malappuram 

Firoza Moidu 
HST Mathematics, Calicut Girls VHSS, 

Kundungal, Kallayi, Kozhikode

Sreejith Muriyampath
HST Mathematics, GHSS Madappally, 

Vadakara, Kozhikode 

Nandakumar C.
HST Mathematics,  

Chothavoor Higher Secondary School, 
Champad, Kannur

Dr. Preenu C.S. 
Assistant Professor, University College,  

Thiruvananthapuram

R. Ramanujam
HSST Mathematics,  

M.N.K.M. Govt. Higher Secondary 
School, Pulapatta, Palakkad

Vijayakumaran T.K.   
HSST (Retd), 

G.M.R.H.S.S. for Girls,  
Pravanadukkam, Kasaragod 

C.T. Firoz Babu
HST Mathematics,  

GGVHSS Wandoor, Malappuram

Unnikrishnan M.V.
HST Mathematics,  

GHSS, Kadannappally P.O,  
Kadannappally, Kannur

Ubaidulla K.C.
HST Mathematics,  

SOHS Areekode, Malappuram

Dr. Sumesh 
Assistant Professor, Mar Ivanious College,  

Thiruvananthapuram

Priya Raj
HST Mathematics, 

MGD High School, Puthusserry, 
Puthusserry South P.O,  

Pathanamthitta

Ayishakutty K.K. 
 HST Mathematics, 

GHS, Beenachi,  
Sulthanbethery, Wayanad  

Rajesh M.
HST Mathematics,  

Kalladi HSS Kumaramputhur,  
Mannarkkad, Palakkad

Ullas U.G., (Artist) 
HST Physical Science, CBHSS Vallikunnu, Malappuram

Tamil Version

Members
S.C Edwin Daniel, Rtd. HM, GHS Pambanar, Idukki
Little Linda T R., Rtd. HST Maths, GHSS Anakkara, Idukki.

  Domanatha Sarath Kame, HST Maths, CPM GHSS Peermade, Idukki
Amirthaselvi S A, HST Maths, PHSS Vandiperiyar, Idukki.
K. Palaniselvam, HST Maths, GHS Chinnakanal, Idukki.
Balson Nesa Raj N L, HST Maths, GHS Chemmannu, Idukki.

Language Expert
Dr. Hepsy Rose Mary A 

Associate Professor Dept of Tamil, University of Kerala, 
Thiruvananthapruam.

Subject Expert
Venugopal C 

Assistant Professor (Retd) 
Govt. IASE, Thrissur.



உள்ளடக்கம்உள்ளடக்கம்

கூட்டுத்தொ�ொடர்கள்	 7

வட்டங்களும் கோ�ோணங்களும்	 31

கூட்டுத்தொ�ொடரும் இயற்கணிதமும்	 59

வாாய்ப்புகளின் கணிதம்	 73

இருபடிச் சமன்பாாடுகள்	 85

முக்கோ�ோணவியல்	 97

குறிகாாட்டி எண்கள்	 127

கணக்குச் செெய்து பாார்க்கலாாம் ஆராாய்ச்சி

ICT வாாய்ப்பு

இந்தப் பாாடப் புத்தகத்தில் வசதிக்காாகச் சில 
அடைையாாளங்கள் பயன்படுத்தப்பட்டுள்ளன.

11

22

33

44

55

66

77





கூட்டுத்தொ�ொடர்கள்

7

X

எண் வரிசைைகள்
பல வகைையாான எண் வரிசைைகளைைப் பாார்த்திருக்கிறீர்களல்லவாா;

	 எண்ணல் எண்கள்	 1, 2, 3, ...

	 இரட்டைை எண்கள்	 2, 4, 6, ...

	 ஒற்றைை எண்கள்	 1, 3, 5, ...

	 எண்ணல் எண்களின் பாாதி 	
2

1 , 1, 1
2

1 , ...

	 எண்ணல் எண்களின் வர்க்கங்கள் 	 1, 4, 9, ...

இதைைப் போ�ோன்று ஏதேேனும் ஒரு விதிமுறைைக்கு ஏற்ப ஒன்றாாவது, இரண்டாாவது, மூன்றாாவது 
என இவ்வாாறு வரிசைையாாக எழுதுகின்ற ஓர் எண் தொ�ொகுப்பைை, எண் தொ�ொடர் (Number sequence) 
எனக் கூறுவர்.

பல வகைையாான அளவுகளைைக் கணக்கிடும்போ�ோது இவ்வாாறாான வரிசைைகள் உருவாாகலாாம். 
எடுத்துக்காாட்டாாக, முக்கோ�ோணம், நாாற்கரம், ஐங்கோ�ோணம் எனப் பக்கங்களின் எண்ணிக்கைைக்கு 
ஏற்ப பலகோ�ோணங்களைை ஒழுங்குபடுத்தினாால், அவற்றின் உட்கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைையாாக,

180, 360, 540, ...

என்ற தொ�ொடர் கிடைைக்கும்.

மற்றொ�ொரு எடுத்துக்காாட்டாாகப் பின்வரும் படங்களைைப் பாார்க்கவும்:

11 கூட்டுத்தொ�ொடர்கள்கூட்டுத்தொ�ொடர்கள்
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ஒவ்வொ�ொரு படத்திலும் மிகப்பெெரிய முக்கோ�ோணத்தின் 
கர்ணத்தின் நீளத்தைை மீட்டரில் எழுதினாால்,

2 , 3 , 2, ...

என இவ்வாாறு 2 முதல் உள்ள எண்ணல் எண்களின் 
வர்க்க மூலங்களின் தொ�ொடர் கிடைைக்கும்.

ஒரு தொ�ொடரைையே� பல முறைைகளில் விவரிக்கலாாம். 
எடுத்துக்காாட்டாாக, 1 இல் முடிகின்ற எண்ணல் 
எண்களின் தொ�ொடர்

1, 11, 21, 31, ...

இதனை� வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறலாாம்:  

10 ஆல் வகுத்தாால் மீதி ஒன்று கிடைைக்கின்ற 
எண்ணல் எண்களின் தொ�ொடர்.

(1)	  பொ�ொட்டுகளைை அடுக்கி 
முக்கோ�ோணங்களைை உருவாாக்கலாாம் :

	 ஒவ்வொ�ொரு முக்கோ�ோணத்திலும் உள்ள 
பொ�ொட்டுகளின் எண்ணிக்கைையைை 
எழுதவும். தொ�ொடர்ந்து வரும் மூன்று 
முக்கோ�ோணங்களைை உருவாாக்குவதற்குத் 
தேேவைையாான பொ�ொட்டுகளின் எண்ணிக் 
கைையைைக் கணக்கிடவும்.

(2)	 சமபக்க முக்கோ�ோணம், சதுரம், 
ஒழுங்கு ஐங்கோ�ோணம் என இவ்வாாறு 
தொ�ொடர்கின்ற வடிவியல் வடிவங்களின் 
தொ�ொடரிலிருந்து கீழே� தரப்பட்டுள்ள எண் 
தொ�ொடர்களைை உருவாாக்கவும்:

		

ஜியோ�ோஜிப்ராாவைைப் பயன்படுத்தி, ஒரு 
குறிப்பிட்ட கோ�ோடு பக்கமாான ஒழுங்கு பல 
கோ�ோணங்களின் தொ�ொடர் வரைையலாாம்.

A, B என இரு புள்ளிகளைை அடைையாாளப்படுத்திய 
பின், Input Bar இல்

Sequence[Polygon[A,B,n],n,3,10] 
என்ற கட்டளைை கொ�ொடுத்தாால்போ�ோதும். n என்ற 
எண்ணை�, 3 முதல் 10  வரைை மாாற்றவும். 
அத்துடன் AB ஒரு பக்கமாாக, n பக்கங்கள் உள்ள 
ஒழுங்கு பலகோ�ோணம் வரைையவும் என்பது இந்தக் 
கட்டளைையின் பொ�ொருள்.
பலகோ�ோணங்களைை ஒவ்வொ�ொன்றாாக வரைைய m 
என்ற பெெயரில் ஒரு Integer Slider  ஐ உருவாாக்கி 
வரைைவதற்கு உரிய கட்டளைையைை இவ்வாாறு 
மாாற்றவும்.

Sequence[Polygon[A,B,n + 2],n,1,m] 
Slider ஐ நீக்கி m  என்ற எண்ணை� 1, 2, 3, 
... என இவ்வாாறு மாாற்றுவதற்கு ஏற்ப, 3, 4, 5, 
...  பக்கங்கள் உள்ள ஒழுங்கு பலகோ�ோணங்கள் 
வரைையவும் என்பது இதன் பொ�ொருள்.
இதில் n + 2 க்குப் பதிலாாக 2n என எழுதினாால், 
எத்தகைைய பலகோ�ோணங்கள் கிடைைக்கும்? 
2n + 1 ஆக்கினாால்?

பலவகைைத் தொ�ொடர்கள்
கூட்டம், வரிசைை எனப் பொ�ொருள்படும் 
சொ�ொல்லே� "தொ�ொடராாகும்." கணிதத்தில் இந்தச் 
சொ�ொல்லைைப் பயன்படுத்துவது ஒன்றாாவது, 
இரண்டாாவது எனச் சரியாான இடங்களில் 
வரிசைைப்படுத்தப்பட்டவைைகளைைக்  குறிப்பிடு 
வதற்கு ஆகும். இவ்வாாறு வரிசைைப்படுத்துவது 
எண்கள் மட்டும் ஆக வே�ண்டும் என்பது இல்லைை. 
எடுத்துக்காாட்டாாக, ஒழுங்கு பலகோ�ோணங்களின் 
ஒரு தொ�ொடர் கீழே� தரப்பட்டுள்ளது.

பல்லுறுப்புகளின் ஒரு தொ�ொடர்:

1 + x, 1 + x2, 1 + x3 ̧̧  ...

ஒரு மொ�ொழியில் உள்ள சொ�ொற்களைை எழுத்துக் 
களின் அகரவரிசைையில் அடுக்குவதும் ஒரு 
தொ�ொடராாகும்.
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	 பக்கங்களின் எண்ணிக்கைை	 3, 4, 5, 6, ...
	 உட்கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை.
	 வெ�ளிக்கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை.
	 ஓர் உட்கோ�ோணத்தின் அளவு.
	 ஒரு வெ�ளிக்கோ�ோணத்தின் அளவு.

(3)	 3 ஆல் வகுத்தாால் மீதி 1  கிடைைக்கும் எண்ணல் 
எண்கள், மீதி 2 கிடைைக்கும் எண்ணல் எண்கள் 
ஆகியவற்றின் தொ�ொடர்களைை எழுதவும்.

(4) 	 1, 6  என்ற இலக்கங்களில் முடியும் எண்ணல் 
எண்களின் தொ�ொடரைை ஏறுவரிசைையில் எழுதவும். 
இந்தத் தொ�ொடரைை வே�று இரு முறைைகளில் 
விவரிக்கவும்.

(5)	 இந்தப் படங்களைைப் பாார்க்கவும்:

	 ஒரு சமபக்க முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் 
மைையப் புள்ளிகளைை இணை�த்துக் கிடைைத்த சிறிய 
முக்கோ�ோணத்தைை வெ�ட்டி மாாற்றியதேே முதல் படம். 
இதிலுள்ள மூன்று முக்கோ�ோணங்களில் இருந்தும் 
இதைைப் போ�ோன்று நடுவிலுள்ள முக்கோ�ோணத்தைை 
வெ�ட்டி மாாற்றியதேே இரண்டாாவது படம். இந்தச் 
செெயலைை மே�லும் ஒரு முறைை கூடச் செெய்தாால் 
மூன்றாாவது படம் கிடைைக்கும்.

	 (i) 	 ஒவ்வொ�ொரு படத்திலும் எத்தனை� சிவப்பு 
முக்கோ�ோணங்கள் உள்ளன?

	 (ii) 	 ஒன்றைையும் வெ�ட்டி எடுக்காாமல் முழு 
முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவு 1 என 
எடுத்து, ஒவ்வொ�ொரு படத்திலும் உள்ள ஒரு 
சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவைைக் 
கணக்கிடவும்.

	 (iii)	 ஒவ்வொ�ொரு படத்திலும் உள்ள சிவப்பு 
முக்கோ�ோணங்களின் மொ�ொத்த பரப்பளவு 
எவ்வளவு?

	 (iv) 	இவ்வாாறு தொ�ொடர்ந்தாால் கிடைைக்கும் 
இந்த மூன்று தொ�ொடர்களின் முதல் ஐந்து 
உறுப்புகளைை எழுதவும்.

வட்டப்பங்கீடு
ஒரு வட்டத்தில் இரு புள்ளிகளைை எடுத்து 
ஒரு கோ�ோட்டினாால் இணை�த்தாால் அது 
வட்டத்தைை இரு துண்டுகள் ஆக்குமல்லவாா:

வட்டத்தில் மூன்று 
புள்ளிகளைை எடுத்து 
இணை�த்தாால் நாான்கு 
துண்டுகள் ஆகும்:

நாான்கு புள்ளிகளைை எடுத்து எல்லாா 
ஜோ�ோடிகளைையும் இணை�த்தாால்?

புள்ளிகள் ஐந்து ஆனாால்?

ஆறு புள்ளிகளைை இணை�த்தாால் எத்தனை� 
துண்டுகள் ஆகும் என எதிர்பாார்க்கிறீர்கள்? 
இது சரியாா என வரைைந்து பாார்க்கவும்.

ஒரு தொ�ொடரிலுள்ள உறுப்புகளைை 
ஜியோ�ோ ஜிப்ராாவைைப் பயன்படுத்திக் 
கண்டுபிடிக்கலாாம். 1, 4, 9, 

... என்றிவ்வாாறு வர்க்க எண்களின் 
தொ�ொடரில் உள்ள முதல் பத்து உறுப்புகள் 
கிடைைப்பதற்கு Sequence (n^2,n,1,10) 
என Input Bar இல் கொ�ொடுத்தாால்போ�ோதும். 

m என்ற பெெயரில் ஒரு Integer சிலைைடர் 
உருவாாக்கி Sequence (n^2, n,1,m) 
எனக் கொ�ொடுத்தாால் m மாாறுவதற்கு 
ஏற்ப தொ�ொடரிலுள்ள எண்களின் 
எண்ணிக்கைையும் மாாறும்.

2, 4, 8, ... என்ற தொ�ொடரின் இயற்கணித 
வடிவம் 2n ஆகுமல்லவாா. இந்தத் தொ�ொடர் 
கிடைைப்பதற்கு Sequence(2^n,n,1,m) 
எனக் கொ�ொடுத்தாால் போ�ோதும்.
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கூட்டுத்தொ�ொடர்கள்
இரட்டைை எண்களின் தொ�ொடர்

2, 4, 6, ...

என்றல்லவாா தொ�ொடர்கிறது.

இதன் அடுத்த எண் எது? அதற்கு அடுத்த எண்?

பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால் இந்தத் தொ�ொடரில் ஓர் எண்ணில் 
இருந்து தொ�ொட்டடுத்த எண் கிடைைப்பதற்கு 2 கூட்டினாால் 
போ�ோதும்.

இனி ஒற்றைை எண்களின் தொ�ொடரைைப் பாார்க்கலாாம்:

1, 3, 5, ...

இங்கும் ஓர் எண்ணிலிருந்து தொ�ொட்டடுத்த எண் 
கிடைைப்பதற்கு 2 கூட்டினாால்போ�ோதும்.

தொ�ொடங்கும் எண்ணில் மட்டுமே� இவைை இரண்டிற்கும் 
இடைையே� உள்ள வே�றுபாாடு: முதல் தொ�ொடர் 2 இல் தொ�ொடங்கி, 

2 வீதம் அதிகரித்துத் தொ�ொடர்கிறது; இரண்டாாவது தொ�ொடர்  
1 இல் தொ�ொடங்கி, 2 வீதம் அதிகரித்துத் தொ�ொடர்கிறது.

இனி எண்ணல் எண்களுடைைய பாாதி எடுத்தாால்?

2

1 , 1, 1
2

1 , ...

தொ�ொடங்குவது எந்த எண்ணில் இருந்து? எந்த எண் 
தொ�ொடர்ந்து கூட்டப்படுகிறது?

வே�று சில தொ�ொடர்களைைப் பாார்க்கலாாம்:

முடிவுகளில் தவறு
வட்டத்தில் உள்ள புள்ளிகளைை 
இணை�த்துக் கிடைைக்கும் பாாகங்களைைக் 
குறித்து, வட்டப்பங்கீடு என்ற பகுதியில் 
பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா. புள்ளிகளின் 
எண்ணிக்கைை 2, 3, 4, 5 என இவ்வாாறு 
ஆகும்போ�ோது, பாாகங்களின் எண்ணிக்கைை 

2, 4, 8, 16 எனக் கிடைைக்கும். புள்ளிகளின் 
எண்ணிக்கைை 6  எனில்? 32 என 
ஊகிக்கலாாம். வரைைந்து 
பாார்ப்போ�ோமாா?

பு ள் ளி க ள்  ஒ ரேே 
தூரத்தில் இருந்தாால் 30 பாாகம் அல்லது 

31 பாாகம். எதுவாாயினும். அதிகபட்டம் 31 

பாாகம் வரைை வரைையலாாம், பொ�ொதுவாாகக் 
கூறினாால் வட்டத்தில் உள்ள n புள்ளிகளைை 
ஒன்றுக்கொ�ொன்று இணை�த்தாால் கிடைைக்கும் 
அதிகபட்சம் பாாகங்களின் எண்ணிக்கைை.

24

1 n(n − 1)(n − 2)(n − 3) + 
2

1  n(n − 1) + 1

என நிறுவ முடியும். 

இந்த இயற்கணித சொ�ொற்றொ�ொடரிலும் 

2n − 1 என்ற சொ�ொற்றொ�ொடரிலும் n = 2, 3, 4, 5  
என்ற எண்களைைப் பயன்படுத்தும்போ�ோது 
கிடைைப்பது 2, 4, 8, 16 என்ற எண்களாாகும் 
என்பதேே வே�டிக்கைை. n = 6 முதல், இரு 
சொ�ொற்றொ�ொடர்களிலும் கிடைைக்கும் எண்கள் 
வெ�வ்வே�றாானவைை ஆகும்.

(i)	 பலகோ�ோணங்களைைப் பக்கங்களின் எண்ணிக்கைையின் அடிப்படைையில் எடுத்தாால் 
வெ�ளிக்கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைையாாகக் கிடைைக்கும் தொ�ொடர். 

360, 360, 360, ...

	 இங்கு 360 லிருந்து தொ�ொடங்குகிறது; மீண்டும் மீண்டும் 0 கூட்டப்படுகிறது எனக் கூறலாாம்.

(ii) 	100 லிட்டர் தண்ணீர் உள்ள ஒரு தொ�ொட்டியில் இருந்து, ஒவ்வொ�ொரு மணி நேேரத்திலும் 5 
லிட்டர் தண்ணீர் வெ�ளியே�றுகிறது. ஒவ்வொ�ொரு மணி நேேரம் முடியும்போ�ோது தொ�ொட்டியில் 
மீதம் உள்ள தண்ணீரைை லிட்டரில் கணக்கிட்டாால்

95, 90, 85, ...
	 என்ற தொ�ொடர் கிடைைக்கும்.
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	 இங்கு 95 இல் தொ�ொடங்கி 5 வீதம் கழித்துத் தொ�ொடரில் உள்ள எண்கள் கிடைைக்கின்றன.

	 5 ஐக் கழிக்க வே�ண்டும் என்பதற்குப் பதிலாாக −5 ஐக் கூட்ட வே�ண்டும் எனக் கூறலாாம் 
அல்லவாா.

இங்குப் பாார்த்த தொ�ொடர்கள் உருவாாக்கிய முறைைகளைைப் பாார்க்கலாாம்:

விதி தொ�ொடர்

2 இல் தொ�ொடங்கி, மீண்டும் மீண்டும் 2 ஐக் கூட்டவும் 2, 4, 6, ...

1இல் தொ�ொடங்கி, மீண்டும் மீண்டும் 2 ஐக் கூட்டவும் 1, 3, 5, ...

2

1 இல் தொ�ொடங்கி, மீண்டும் மீண்டும் 
2

1  ஐக் கூட்டவும்
2

1 , 1, 1
2

1 , ...

360 இல் தொ�ொடங்கி, மீண்டும் மீண்டும் 0 ஐக் கூட்டவும் 360, 360, 360, ...

95 இல் தொ�ொடங்கி, மீண்டும் மீண்டும் −5 ஐக் கூட்டவும் 95, 90, 85, ...

இதைைப் போ�ோன்ற தொ�ொடர்களுக்கு எல்லாாம் பொ�ொதுவாாக ஒரு பெெயர் உள்ளது.

ஓர் எண்ணிலிருந்து தொ�ொடங்கி ஒரேே எண்ணை�யே� மீண்டும் மீண்டும் கூட்டிக் கிடைைக்கும் 
தொ�ொடரைைக் கூட்டுத்தொ�ொடர் (Arithmetic sequence) எனக் கூறுவர்.

ஒரு தொ�ொடரில் உள்ள எண்களைைப் பொ�ொதுவாாக அதன் உறுப்புகள் (Terms) எனக் கூறுவர். 
எடுத்துக்காாட்டாாக, எண்ணல் எண்களின் பாாதியைை வரிசைையாாக எடுத்தாால் கிடைைக்கும் தொ�ொடரில் 

உறுப்புகள் 
2

1 , 1, 1
2

1 , ... என்றிவ்வாாறு ஆகும்; சற்று விளக்கமாாகக் கூறினாால் முதலாாவது உறுப்பு 

2

1 , இரண்டாாவது உறுப்பு 1, மூன்றாாவது உறுப்பு 1
2

1 , ...

அப்போ�ோது கூட்டுத்தொ�ொடர்களைைக் குறித்து இவ்வாாறு கூறலாாம்:

கூட்டுத்தொ�ொடரில் எந்த உறுப்பில் இருந்தும் அதன் தொ�ொட்டடுத்த உறுப்பு கிடைைக்க ஒரேே 
எண்ணை�யே� கூட்ட வே�ண்டும்.

இதனை� வே�றொ�ொரு முறைையிலும் கூறலாாம்:

கூட்டுத் தொ�ொடரில் எந்த உறுப்பில் இருந்தும் அதன் தொ�ொட்டுப் பின்னாால் உள்ள உறுப்பு 
கிடைைப்பதற்கு ஒரேே எண்ணை�யே�க் கழிக்க வே�ண்டும்.

எந்த ஓர் உறுப்பில் இருந்தும் அதன் தொ�ொட்டுப் பின்னாால் இருக்கும் உறுப்பைைக் கழித்துக் 
கிடைைக்கும் இந்த எண்ணை�க் கூட்டுத் தொ�ொடரின் பொ�ொதுவித்தியாாசம் (Common difference) 
எனக் கூறுவர்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, 10 இல் இருந்து தொ�ொடங்கி, 3 வீதம் கூட்டிக்கிடைைக்கும் கூட்டுத்தொ�ொடர்

10, 13, 16, 19, 22, ...

இந்தத் தொ�ொடரின் பொ�ொதுவித்தியாாசம் 3. 
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மே�லும் 10 இல் இருந்து தொ�ொடங்கி, 3 வீதம் கழித்தாால்?

10, 7, 4, 1, −2, ...

என்ற கூட்டுத்தொ�ொடர் கிடைைக்கும். 

பொ�ொதுவித்தியாாசம்

7 − 10 = 4 − 7 = 1 − 4 = −2 − 1 = ···  =  −3

பல சூழல்களிலும் கூட்டுத்தொ�ொடர் ஆகுமாா என்பதைைப் 
பரிசோ�ோதனை� செெய்வதற்கு, எந்த உறுப்பில் இருந்தும் 
தொ�ொட்டுப் பின்னாால் இருக்கும் உறுப்பைைக் கழித்தாால் 
கிடைைப்பது ஒரேே எண்தாானாா என ஆராாய்ந்தாாகும். 

எடுத்துக்காாட்டாாக, 3 ஆல் வகுத்தாால் மீதி 1 கிடைைக்கும் 
எண்களின் தொ�ொடரைைப் பாார்ப்போ�ோம்;

1, 4, 7, ...

இந்த எண்களைை இவ்வாாறு விவரித்து எழுதலாாம் அல்லவாா.

(3 × 0) + 1,  (3 × 1) + 1,  (3 × 2) + 1, ...

அப்போ�ோது இந்தத் தொ�ொடரில் ஓர் உறுப்பைையும் அடுத்த உறுப்பைையும் எடுத்தாால், முதலாாவது, 3  
இன் மடங்குடன் 1 கூட்டியதும், அடுத்தது 3 இன் அடுத்த மடங்குடன் 1 கூட்டியதும் ஆகும்; 
இரண்டாாவதில் இருந்து முதலாாவதைைக் கழித்தாால் 3 கிடைைக்கும் அல்லவாா.

அதனாால், இது ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடராாகும்; பொ�ொதுவித்தியாாசம் 3.

இனி 3 ஆல் வகுத்தாால் மீதி 1 கிடைைக்காாத எண்களின் தொ�ொடரைை எடுத்தாால்?

2, 3, 5, 6, ...

இதில்

3 − 2 = 1

5 − 3 = 2

இவைை ஒரேே எண் அல்ல; இது ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரும் அல்ல.

ஓர் எண்னை� 3 ஆல் வகுக்கும்போ�ோது மீதி 1 அல்ல எனக் கூறினாால் மீதி 0 ஆகலாாம். (அதாாவது 
எண் 3 இன் மடங்கு ஆகலாாம்), இல்லைையெ�னில் மீதி 2 ஆகலாாம். மீதி 0 கிடைைக்கும் எண்களின் 
தொ�ொடரைையும் மீதி 2 கிடைைக்கும் எண்களின் தொ�ொடரைையும் வெ�வ்வே�றாாக எழுதிப்பாார்க்கவும். 
இவைை கூட்டுத்தொ�ொடர்கள் ஆகுமாா?

தொ�ொடர் விதி
3, 5, 7, ... என்ற தொ�ொடரில் அடுத்த உறுப்பு 
எது? 

இங்குக் கூட்டுத்தொ�ொடர் எனக் 
கூறப்படவில்லைை. அப்போ�ோது, அடுத்த 
உறுப்பு 9 ஆக வே�ண்டும் என்றில்லைை. 
எடுத்துக்காாட்டாாக, எதிர்பாார்த்தது ஒற்றைை 
எண்களாான பகாா எண்களின் தொ�ொடர் 
எனில், அடுத்த உறுப்பு 11 ஆகும்.

இது தரும் அறிவுரைை என்ன? 

பல  எண்களைை வரிசைையாாக 
எழுதியதிலிருந்து தொ�ொடரின் உள்ள 
தொ�ொடர்பிலுள்ள உறுப்புக்களைைச் சரியாாகக் 
கூற இயலாாது. தொ�ொடர் உருவாாக்கப் 
பயன்படுத்திய விதிமுறைை அல்லது தொ�ொடர் 
உருவாாகும் சூழலைை தெெளிவாாகக் கூறினாால் 
தாான் தொ�ொடர்ந்துள்ள உறுப்புகள் 
எவைையெ�னக் கூற இயலும்.
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(1)	 கீழே� கூறப்பட்டுள்ள தொ�ொடர்கள் ஒவ்வொ�ொன்றும் கூட்டு தொ�ொடராா எனச் சோ�ோதித்துப் 
பாார்க்கவும். காாரணம் எழுத வே�ண்டும். கூட்டுத்தொ�ொடர் எனில், பொ�ொதுவித்தியாாசம் 
எழுதவும்.

	 (i) 	 4 ஆல் வகுத்தாால் மீதி 1 வரும் எண்கள்.

	 (ii)	 4 ஆல் வகுத்தாால் மீதி 1 அல்லது 2 வரும் எண்கள்.

	 (iii)	 எண்ணல் எண்களின் வர்க்கங்கள்.

	 (iv)	 எண்ணல் எண்களின் தலைைகீழிகள்.

	 (v) 	 2 இன் அடுக்குகள்.

	 (vi)	 ஒற்றைை எண்களின் பாாதி.

(2)	 கீழ்க்காாணும் படங்களைைப் பாார்க்கவும்:

	 (i)	 ஒவ்வொ�ொரு செெவ்வகத்திலும் எத்தனை� சிறிய சதுரங்கள் உள்ளன?

	 (ii)	 பெெரிய சதுரங்கள் எத்தனை�?

	 (iii)	 மொ�ொத்தம் எத்தனை� சதுரங்கள்?

	 இவ்வாாறு தொ�ொடர்ந்தாால் கிடைைக்கும் ஒவ்வொ�ொரு தொ�ொடரும் கூட்டுத்தொ�ொடராாகுமாா?

(3) 	படத்தில் கீழே� உள்ள கோ�ோட்டிலிருந்து ஒரேே இடைைவெ�ளியில் செெங்குத்துக் கோ�ோடுகள் 
வரைையப்பட்டுள்ளன.

	 இவ்வாாறு தொ�ொடரும் செெங்குத்துக் கோ�ோடுகளின் உயரங்களின் தொ�ொடர் கூட்டுத்தொ�ொடர் 
ஆகும் என நிறுவுக.

	 (குறிப்பு : ஒவ்வொ�ொரு செெங்குத்துக்கோ�ோட்டின் மே�ல் உச்சியில் இருந்தும் அடுத்தச் 
செெங்குத்துக் கோ�ோட்டிற்குச் செெங்குத்துக்கோ�ோடு வரைைந்து பாார்க்கவும்.)
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இடமும் உறுப்பும்
1, 11 என்ற எண்கள் முதலாாவது உறுப்பும் இரண்டாாவது 
உறுப்புமாான ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரைை உருவாாக்கலாாமாா? 

எளிதல்லவாா?

1  இல் இருந்து 11 கிடைைக்க 10 ஐக் கூட்ட வே�ண்டும். 
தொ�ொடர்ந்தும் 10 கூட்டிக் கொ�ொண்டிருந்தாால் கூட்டுத்தொ�ொடர் 
கிடைைக்கும்;

1, 11, 21, 31, ...

அப்போ�ோது வே�றொ�ொரு வினாா: 1, 11 என்ற எண்கள் 
முதலாாவதும் மூன்றாாவதும் உறுப்புகளாாகக் கொ�ொண்ட 
ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரைை உருவாாக்கலாாமாா?

இத்தகைைய ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் பொ�ொது வித்தியாாசத்தைை 
எவ்வாாறு கண்டுபிடிப்பது?

1 உடன் பொ�ொது வித்தியாாசத்தைைக் கூட்டியதேே 
இரண்டாாவது எண்; அந்த எண் நமக்குத் தெெரியாாது. 
மீண்டும் ஒருமுறைை பொ�ொது வித்தியாாசத்தைைக் கூட்டினாால் 
மூன்றாாவது எண்ணாான 11 கிடைைக்க வே�ண்டும்.

தொ�ொடரும் மீதியும்
இரட்டைை எண்களாான 2, 4, 6, ... ஒரு 
கூட்டுத் தொ�ொடராாகும்.  ஒற்றைை எண்களாான 

1, 3, 5, ... உம் கூட்டுத்தொ�ொடர் ஆகும். இரு 
தொ�ொடர்களிலும் பொ�ொதுவித்தியாாசம் 2 ஆகும்.

2 ஆல் முழுதைையும் வகுக்க முடிகின்ற 
(அதாாவது மீதி 0 ஆன) எண்ணல் எண்கள் 
அல்லவாா இரட்டைை எண்கள்; மீதி 1 

வருபவைை ஒற்றைை எண்களும்.

இதைைப்போ�ோன்று எண்ணல் எண்களைை 
3 ஆல் வகுக்கும்போ�ோது மீதி 0, 1, 2 என 
வரும் மூன்று கூட்டுத்தொ�ொடர்களைை 
உருவாாக்கலாாம். இவைை அனை�த்திற்கும் 
பொ�ொதுவித்தியாாசம் என்ன? வகுப்பது 4 

ஆல் எனில்?

இனி திருப்பிச் சிந்திப்போ�ோம். உறுப்புகள் 
அனை�த்தும் எண்ணல் எண்களாாக உள்ள 
ஒரு தொ�ொடரைை எடுத்தாால், எந்த இரு 
உறுப்புகளின் இடைையே� உள்ள 
வித்தியாாசம் பொ�ொதுவித்தியாாசத்தின் மடங்கு 
ஆகும். ஆகவே�, இந்த உறுப்புகளைைப் 
பொ�ொதுவித்தியாாசத்தாால் வகுத்தாால் 
கிடைைக்கும் மீதிகள் சமம் ஆகும். (எதனாால்?)

அதாாவது, 1 உடன் பொ�ொதுவித்தியாாசத்தின் இரு மடங்கைைக் கூட்டும்போ�ோது 11 கிடைைக்க வே�ண்டும்.

அப்போ�ோது, பொ�ொது வித்தியாாசத்தில் இரண்டு மடங்கு 10; பொ�ொதுவித்தியாாசம் 5
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மே�லும், தொ�ொடரைை எழுதலாாம் அல்லவாா.

1, 6, 11, 16, 21, ...

கீழே� தரப்பட்டுள்ள ஒவ்வொ�ொரு கூட்டுத்தொ�ொடரிலும் சில எண்கள் எழுதப்படவில்லைை. 
அவற்றின் இடம்  என அடைையாாளப்படுத்தப்பட்டுள்ளது. இந்த எண்களைைக் 
கண்டுபிடிக்கவும்:

	 (i) 24, 42, , , ...	 (ii) , 24, 42, , ...

	 (iii) , , 24, 42, ...	 (iv) 24, , 42, , ... 

	 (v) , 24, , 42, ...	 (vi) 24, , , 42, ...

வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் பாார்க்கலாாம்:

3 ஆவது உறுப்பு 37 உம், 7 ஆவது உறுப்பு 73உம் ஆன கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் ஐந்து 
உறுப்புகளைைக் கணக்கிடுக.

இவ்வாாறு சிந்திக்கலாாம்:

	 (i)	 3 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 7 ஆவது உறுப்புக் கிடைைக்கப் பொ�ொதுவித்தியாாசம் 7 − 3 = 4 
முறைை கூட்ட வே�ண்டும்.

	 (ii)	 கூட்டிய எண் 73 – 37 = 36.

	 (iii)	அப்போ�ோது, பொ�ொதுவித்தியாாசத்தின் 4 மடங்கு 36.

	 (iv)	பொ�ொதுவித்தியாாசம் 36 ÷ 4 = 9.

முதல் உறுப்பைை எவ்வாாறு கணக்கிடுவது?

	 (i)	 3 ஆவது உறுப்பில் இருந்து 1 ஆவது உறுப்புக் கிடைைக்க, பொ�ொதுவித்தியாாசம்  
3 − 1 = 2 முறைை கழிக்க வே�ண்டும்.

	 (ii)	 1 ஆவது உறுப்பு, 37 − (9 × 2) = 19.

மே�லும் தொ�ொடரைை முதலில் இருந்து எழுதலாாம் அல்லவாா.

19, 28, 37, 46, 55, ...

சில கூட்டுத்தொ�ொடர்களின் குறிப்பிட்ட இரு இடங்களிலுள்ள உறுப்புகள் கீழே� கொ�ொடுக்கப் 
பட்டுள்ளன. ஒவ்வொ�ொரு தொ�ொடரினுடைையவும் முதல் ஐந்து உறுப்புகளைை எழுதுக.

(i)	 3 ஆவது உறுப்பு 34    	 (ii)	 3 ஆவது உறுப்பு 43   	 (iii)	 3 ஆவது உறுப்பு 2
	 6 ஆவது உறுப்பு 67   		  6 ஆவது உறுப்பு 76   		  5 ஆவது உறுப்பு 3

(iv) 	5 ஆவது உறுப்பு 8     	 (v)   5 ஆவது உறுப்பு 7      
	 9 ஆவது உறுப்பு 10		  7 ஆவது உறுப்பு 5
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இடமாாற்றமும் உறுப்புமாாற்றமும்
இந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரைைப் பாார்க்கவும்:

19, 28, 37, ...

இதில்

1 ஆவது உறுப்பு 19

2 ஆவது உறுப்பு 28

3 ஆவது உறுப்பு 37

.......................

என்றிவ்வாாறு அல்லவாா.

இந்தக் கருத்தைைச் சற்று மாாற்றி இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

	 இடம்	 1	 2	 3	 ...

	 உறுப்பு 	 19 	 28 	 37	 ...

இதில் இடமும் உறுப்பும் மாாறுவதன் கணக்கு என்ன?

இடம் ஒன்று வீதம் கூடும்போ�ோது, உறுப்பு 9 வீதம் கூடுகிறது.

அப்போ�ோது இந்தத் தொ�ொடரின் 10 ஆவது உறுப்பைை எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம்?

பல முறைைகளில் சிந்திக்கலாாம்.

மே�லே� கடைைசியாாக எழுதிய உறுப்பிலிருந்து தொ�ொடங்கலாாம்:

	 (i)	 3 ஆவது இடத்தில் இருந்து 10 ஆவது இடத்தைை அடைைவதற்கு, இடம் 10 − 3 = 7 கூட 	
	வே� ண்டும்.

	 (ii)	 3 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 10 ஆவது உறுப்பைை அடைைவதற்கு 7 முறைை 9  ஐக் 		
	 கூட்ட வே�ண்டும்	

	 (iii)	10 ஆவது உறுப்பு 37 + (9 × 7) = 100.

முதல் உறுப்பிலிருந்தும் தொ�ொடங்கலாாம்:

	 (i) 	 1 ஆவது இடத்தில் இருந்து 10ஆவது இடத்தைை அடைைவதற்கு, இடம் 10 − 1 = 9 கூட 	
	வே� ண்டும்.

	 (ii) 	 1 ஆவது இடத்தில் இருந்து 10 ஆவது இடத்தைை அடைைவதற்கு, 9 முறைை 9 ஐக் 		
	 கூட்ட வே�ண்டும்.

	 (iii) 10 ஆவது உறுப்பு 19 + (9 × 9) = 100.

இதைைப் போ�ோன்று 2 ஆவது உறுப்பில் இருந்து 10 ஆவது உறுப்பைைக் கணக்கிடலாாமாா?



கூட்டுத்தொ�ொடர்கள்

17

X

வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் பாார்ப்போ�ோம்:

4 ஆவது உறுப்பு 45 உம், 5 ஆவது உறுப்பு 56 உம் ஆன கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் உறுப்பு எது?

இதில், 4 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 5 ஆவது உறுப்பைை அடைைவதற்குக் கூட்டியது 56 − 45 = 11 
அல்லவாா. கூட்டுத்தொ�ொடர் ஆனதாால், எந்த உறுப்பில் இருந்தும் அடுத்த உறுப்பைை அடைைவதற்கு  

11 ஐக் கூட்ட வே�ண்டும்.

இங்குக் கணக்கிட வே�ண்டியது ஒன்றாாவது உறுப்பு அல்லவாா.

இவ்வாாறு சிந்திக்கலாாம்;

(i) 	 4 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 1 ஆவது உறுப்பைை அடைைவதற்கு, இடம் 4 − 1 = 3 குறைைய 
வே�ண்டும்.	

(ii) 	 4 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 1 ஆவது உறுப்பைை அடைைவதற்கு 3 முறைை 11 ஐக் கழிக்க 
வே�ண்டும்.

(iii) 	 1 ஆவது உறுப்பு 45 − (11 × 3) = 12

மே�லும் இந்தத் தொ�ொடரைை இவ்வாாறு எழுதலாாம் அல்லவாா.

12, 23, 34, ...

இந்த இரண்டு கணக்குகளிலும், உறுப்புகள் படிப்படியாாகப் பெெரிதாாகின்றன. 

உறுப்புகள் சிறியதாாகும் தொ�ொடர் எனில்?

எடுத்துக்காாட்டாாக, இந்தத் தொ�ொடரைைப் பாார்க்கவும்:

91, 82, 73, ...

இதன் 10 ஆவது உறுப்பைை எவ்வாாறெ�ல்லாாம் கணக்கிடலாாம்?

இதில் இடம் அதிகரிக்கும்போ�ோது, உறுப்புக் குறைைகிறது. எவ்வளவு குறைைகிறது?

இடம் ஒவ்வொ�ொன்றும் கூடும்போ�ோது, உறுப்பு குறைைவது 91 − 82 = 9.

அப்போ�ோது 10 ஆவது உறுப்பைைக் கணக்கிடுவது எவ்வாாறு?

(i)	 3 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 10 ஆவது உறுப்பைை அடைைவதற்கு, இடம் 10 − 3 = 7 கூட 
வே�ண்டும்.

(ii)	 3 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 10 ஆவது உறுப்பைை அடைைவதற்கு 7 முறைை 9 ஐக் கழிக்க 
வே�ண்டும்.

(iii) 10 ஆவது உறுப்பு 73 − (9 × 7) = 10.

இதைைப் போ�ோன்ற தொ�ொடர்களில் ஓர் இடத்தில் உள்ள உறுப்பிலிருந்து அதன் பின்னாால் ஓர் 
இடத்தில் உள்ள உறுப்பைை எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம்?

எடுத்துக்காாட்டாாக, இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

4 ஆவது உறுப்பு 65 உம், 5 ஆவது உறுப்பு 54 உம் ஆன ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் முதல் உறுப்பு எது?
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இங்கு இடம் அதிகரிக்கும்போ�ோது உறுப்பு குறைைகிறது அல்லவாா.

இடம் ஒவ்வொ�ொன்று அதிகரிக்கும்போ�ோதும், உறுப்பு குறைைவது 65 – 54 = 11 ஆகும்.

மாாறாாக, இடம் ஒவ்வொ�ொன்றும் குறைையும்போ�ோது?

உறுப்பு 11 வீதம் கூட வே�ண்டும் அல்லவாா.

அப்போ�ோது, முதல் உறுப்பைை எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம்?

	 (i)	 4 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 1ஆவது உறுப்பைை அடைைவதற்கு, இடம் 4 – 1 = 3 குறைைய 	
	வே� ண்டும்

	 (ii)	 4 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 1 ஆவது உறுப்பைை அடைைவதற்கு 3 முறைை 11 ஐக் 		
	 கூட்ட வே�ண்டும்	

	 (iii) 	1 ஆவது உறுப்பு 65 + (11 × 3) = 98.

(1)	 1, 11, 21, ... என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரின் 25 ஆவது உறுப்பு என்ன?

(2)	 ஒரு தொ�ொடரின் 10 ஆவது உறுப்பு 46 உம், 11ஆவது உறுப்பு 51 உம் ஆகும்.

	 (i)	 தொ�ொடரின் முதலாாவது உறுப்பு என்ன?

	 (ii)	 தொ�ொடரின் முதல் ஐந்து உறுப்புகளைை எழுதவும்.

(3)	 100, 95, 90, ... என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரின் 21 ஆவது உறுப்பு எது? 

(4)	 ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் 10 ஆவது உறுப்பு 56 உம், 11 ஆவது உறுப்பு 51 உம் 

ஆகும்.

	 (i)	 தொ�ொடரில் முதலாாவது உறுப்பு என்ன?

	 (ii)	 தொ�ொடரின் முதல் ஐந்து உறுப்புகளைை எழுதவும்.

ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் இடங்கள் மாாறுவதற்கும், உறுப்புகள் மாாறுவதற்கும் இடைையே� உள்ள 
தொ�ொடர்பைை மே�லும் சற்று விளக்கமாாகப் பரிசோ�ோதனை� செெய்யலாாம்.

இந்தத் தொ�ொடரைைப் பாார்க்கவும்:

5, 15, 25, ...

இதைை இடங்களும் உறுப்புகளுமாாக இவ்வாாறு எழுதலாாம் அல்லவாா:

	 இடம்	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 ...

	 உறுப்பு	 5	 15	 25	 35	 45	 55	 65	 75	 85	 95	 ...

இதில் இடங்கள் ஒவ்வொ�ொன்று அதிகரிக்கும்போ�ோது, உறுப்புகள் 10 வீதம் அதிகரிக்கிறது.
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இடங்கள் 2 வீதம் அதிகரித்தாால்?

	 இடம்	 1	 3	 5	 7	 9	 ...

	 உறுப்பு	 5	 25	 45	 65	 85	 ...

இடங்கள் 3 வீதம் அதிகரித்தாால்?

மாாறாாக, இடங்கள் குறைையும்போ�ோது?

	 •	 இடங்கள் ஒவ்வொ�ொன்று குறைையும்போ�ோது, உறுப்புகள் 10 வீதம் குறைைகிறது.

	 •	 இடங்கள் 2 வீதம் குறைையும்போ�ோது, உறுப்புகள் 20 வீதம் குறைைகிறது.

	 • 	 இடங்கள் 3 வீதம் குறைையும்போ�ோது, உறுப்புகள் 30 வீதம் குறைைகிறது.

மே�லும் உறுப்புகள் சிறியதாாகும் ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரைை எடுத்தாால்?

	 இடம்	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 ...

	 உறுப்பு	 50	 45	 40	 35	 30	 25	 20	 15	 10	 5	 ...

இதில் இடமாாற்றத்திற்கும் உறுப்புமாாற்றத்திற்கும் இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன?

	 •	 இடங்கள் ஒவ்வொ�ொன்று அதிகரிக்கும்போ�ோது, உறுப்புகள் 5 வீதம் குறைைகிறது.

	 •	 இடங்கள் 2 வீதம் அதிகரிக்கும்போ�ோது, உறுப்புகள் 10 வீதம் குறைைகிறது. 

	 • 	 இடங்கள் 3 வீதம் அதிகரிக்கும்போ�ோது, உறுப்புகள்  15 வீதம் குறைைகிறது.

இடங்கள் குறைையும்போ�ோது?

	 •	 இடங்கள் ஒவ்வொ�ொன்று குறைையும்போ�ோது உறுப்புகள் 5 வீதம் அதிகரிக்கிறது.

	 •	 இடங்கள் 2 வீதம் குறைையும்போ�ோது உறுப்புகள் 10 வீதம் அதிகரிக்கிறது.

	 • 	 இடங்கள் 3 வீதம் குறைையும்போ�ோது உறுப்புகள் 15 வீதம் அதிகரிக்கிறது.

வே�று கூட்டுத்தொ�ொடர்களிலும், எண்கள் மாாறினாாலும் இடமாாற்றத்திற்கும் உறுப்பு மாாற்றத்திற்கும் 
இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பு இதைைப் போ�ோன்று இருக்கும் அல்லவாா.

அப்போ�ோது பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம்?

எந்தக் கூட்டுத் தொ�ொடரிலும் உறுப்புகளின் மாாற்றம் இடங்களின் மாாற்றத்தைை ஒரு குறிப்பிட்ட 
எண்ணாால் பெெருக்குவதாாகும்.

ஒன்பதாாம் வகுப்பில் உள்ள விகித சமம் என்ற பாாடத்தில் உள்ள கருத்தைைப் பயன்படுத்தி இதைை 
இவ்வாாறு கூறலாாம்:

எந்தக் கூட்டுத் தொ�ொடரிலும் உறுப்புகளின் மாாற்றம், இடங்களின் மாாற்றத்திற்கு விகித 
சமத்திலாாகும்.
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மே�லும் இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் 3 ஆவது உறுப்பு 12 உம், 7 ஆவது உறுப்பு 32 உம் ஆகும். இதன் 

15 ஆவது உறுப்பு என்ன?

இதில் 3 ஆவது இடத்தில் இருந்து 7 ஆவது இடத்திற்குள்ள இடமாாற்றத்தைையும் உறுப்பு 
மாாற்றத்தைையும் எழுதி பாார்க்கலாாம்:

	 இடமாாற்றம்	  7 −  3	 =	 4 அதிகரித்தது.

	 உறுப்பு மாாற்றம்	 32 − 12	=	 20 அதிகரித்தது.

இதிலிருந்து ஒவ்வொ�ொரு இடம் அதிகரிக்கும்போ�ோதும், உறுப்பு 20 ÷ 4 = 5 அதிகரிக்கும் என்று 
கணக்கிடலாாம்.

நமக்குத் தேேவைையாானது 15 ஆவது உறுப்பு அல்லவாா. அதற்கு 7 ஆவது இடத்தில் இருந்து  

15 − 7 = 8 இடம் முன்னாால் செெல்ல வே�ண்டும்: அப்போ�ோது உறுப்பு 5 × 8 = 40 அதிகரிக்கும்.

அதாாவது, 15 ஆவது உறுப்பு 32 + 40 = 72.

வே�றொ�ொரு முறைையிலும் இதனை�க் கணக்கிடலாாம்.

	 (i)	 இடம் 4 அதிகரித்தபோ�ோது, உறுப்பு 20 அதிகரித்தது

	 (ii)	 இடம் 8 = 4 × 2 அதிகரித்தாால், உறுப்பு  20 × 2 = 40 அதிகரிக்கும்.

	 (iii)	15 ஆவது உறுப்பு 32 + 40 = 72

இந்த முறைையில் இந்தத் தொ�ொடரின் 5 ஆவது உறுப்பைைக் கணக்கிடலாாமாா?

	 (i) 	 3 ஆவது உறுப்பு 12.

	 (ii)	 3 ஆவது இடத்தில் இருந்து 2 இடம் முன்னாால் 5 ஆவது உறுப்பு உள்ளது.

	 (iii)	இடம் 4 அதிகரிக்கும்போ�ோது உறுப்பு 20 அதிகரிக்கிறது.

	 (iv)	 இடம் 2 = 4 × 
2

1  அதிகரித்தாால், உறுப்பு 20 × 
2

1  = 10 அதிகரிக்கிறது.

	 (v)	 5 ஆவது உறுப்பு 12 + 10 = 22

வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் பாார்க்கலாாம்:

ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் 4 ஆவது உறுப்பு 81 உம், 6 ஆவது உறுப்பு 71 உம் ஆகும். இதில் 
20 ஆவது உறுப்பு என்ன?

முன்பு செெய்ததைைப் போ�ோல் முதலில் 4 ஆவது இடத்தில் இருந்து 6 ஆவது இடத்தில் உள்ள 
இடமாாற்றத்தைையும் உறுப்பு மாாற்றத்தைையும் எழுதிப்பாார்க்கலாாம்.:

	 இடமாாற்றம்	  6 −  4	 =	 2 அதிகரித்தது.

	 உறுப்பு மாாற்றம்	 81 − 71	=	 10 குறைைந்தது.
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நமக்குத் தேேவைையாானது 20 ஆவது உறுப்பு; அதாாவது 6 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 20 – 6 = 14 
இடம் முன்னாால் உள்ள உறுப்பு; இவ்வாாறு சிந்திக்கலாாம்:

	 (i)	 இடம் 2 அதிகரித்தபோ�ோது உறுப்பு 10 குறைைந்தது.

	 (ii)	 இடம் 14 = 2 × 7 கூடினாால், உறுப்பு  10 × 7 = 70 குறைைய வே�ண்டும். 

	 (iii)	 20 ஆவது உறுப்பு 71 − 70 = 1.

(1)	 ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் 3 ஆவது உறுப்பு 15 உம், 8 ஆவது உறுப்பு 35 உம் ஆகும்	
(i)	 தொ�ொடரின் 13 ஆவது உறுப்பு என்ன?

	 (ii)	 தொ�ொடரின் 23 வது உறுப்பு என்ன?

(2)	 ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் 5 ஆவது உறுப்பு 21 உம், 9 ஆவது உறுப்பு 41 உம் ஆகும்.

	 (i) 	 தொ�ொடரின் முதல் உறுப்பு என்ன?

	 (ii) 	தொ�ொடரின் மூன்றாாவது உறுப்பு என்ன?

(3) 	ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் 4 ஆவது உறுப்பு 61 உம், 7 ஆவது உறுப்பு 31 உம் ஆகும்	
(i)	 தொ�ொடரின் 10 ஆவது உறுப்பு என்ன?

	 (ii)	 தொ�ொடரின் முதல் உறுப்பு என்ன?

(4)	 ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் 5 ஆவது உறுப்பு 10 உம், 10 ஆவது உறுப்பு 5 உம் ஆகும்.

	 (i)	 தொ�ொடரின் 15 ஆவது உறுப்பு என்ன?

	 (ii)	 தொ�ொடரின் 25 ஆவது உறுப்பு என்ன?

கூட்டுத் தொ�ொடரின் உறுப்புகளின் மாாற்றம் இடமாாற்றத்திற்கு விகித சமத்தில் ஆகும் என்ற கருத்து 
ஓர் எண் ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் உறுப்பாாகுமாா எனப் பரிசோ�ோதனை� செெய்யவும் பயன்படுத்தலாாம்.

எடுத்துக்காாட்டாாக முதலில் எழுதிய ஒரு தொ�ொடரைைப் பாார்ப்போ�ோம்:

19, 28, 37, ...

இதில் 10 ஆவது உறுப்பு 100 ஆகும் எனக் கண்டோ�ோம் அல்லவாா.

1000 இந்தத் தொ�ொடரில் உறுப்பாாகுமாா?

இந்தத் தொ�ொடரில் முதலாாவது உறுப்பிலிருந்து இரண்டாாவது உறுப்பிற்குச் செெல்லும்போ�ோது உறுப்பு 
28 − 19 = 9 அதிகரிக்கிறது அல்லவாா. அப்போ�ோது இடமாாற்றத்திற்கும் உறுப்பு மாாற்றத்திற்கும் 
இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:
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	 இடமாாற்றம்	  1	 2	 3	 ...	

	 உறுப்பு மாாற்றம்	 9	 9 × 2	 9 × 3	 ...

அதாாவது, எந்த உறுப்பு மாாற்றமும் 9 இன் மடங்காாகும். 

அப்போ�ோது 1000 என்ற எண் இந்தத் தொ�ொடரின் உறுப்பாாகும் என்பதைை அறிவதற்கு (1000 − 19 = 
981) என்ற எண் 9 இன் மடங்காாகுமாா எனப் பரிசோ�ோதனை�ச் செெய்தாால்போ�ோதும்.

981 ÷ 9 = 109

ஆனதாால், இந்தத் தொ�ொடரின் 110 ஆவது உறுப்பு 1000 எனக் காாணலாாம்.

இதைைப்போ�ோன்று 10000 என்ற எண் இந்தத் தொ�ொடரில் உள்ளதாா எனவும், உள்ளது எனில் 
எத்தனை�யாாவது உறுப்பாாகும் எனவும், பரிசோ�ோதனை� செெய்து பாார்க்கவும்.

(1)	 13, 24, 35, ... என இவ்வாாறு தொ�ொடரும் கூட்டுத் தொ�ொடரில், 101 ஓர் உறுப்பு ஆகுமாா? 
1001 எனில்?

(2)	 கீழே� தரப்பட்டுள்ள அட்டவணை�யில் சில கூட்டுத்தொ�ொடர்களும் தொ�ொடர்கள் 
ஒவ்வொ�ொன்றிற்கும் நேேராாக இரு எண்களும் எழுதப்பட்டுள்ளன. எண்கள் 
ஒவ்வொ�ொன்றும் அந்தந்தத் தொ�ொடரில் உள்ளதாா எனப் பரிசோ�ோதித்துப் பாார்க்கவும்.:

(3)	 மே�லே� உள்ள அட்டவணை�யில் அந்தந்தத் தொ�ொடரில் வருகின்ற எண்கள் தொ�ொடரில் 
எத்தனை�யாாவது உறுப்பாாகும் எனக் கண்டுபிடிக்கவும்.

தொ�ொடர் எண் ஆம்/இல்லைை

11, 22, 33, ...
123

132

12, 23, 34, ...
100

1000

21, 32, 43, ...
100

1000

, ,
4

1

2

1

4

3 , ...
3

4

, ,
2

1

4

1

4

3
1 2 , ...

3

4
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உறுப்புத் தொ�ொடர்புகள்
ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரில் உள்ள இரண்டு இடங்களின் உறுப்புகள் தெெரிந்தாால், தொ�ொடரின் எல்லாா 
உறுப்புகளைையும் கணக்கிடலாாம் எனத் தெெரிந்து கொ�ொண்டோ�ோம் அல்லவாா.

ஓர் உறுப்பும் அதன் இடமும் மட்டும் அறிந்தாால், கூட்டுத்தொ�ொடரைைப் பற்றி ஏதாாவது கூற இயலுமாா? 
எடுத்துக்காாட்டாாக, ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் முதல் உறுப்பு 5 என்று மட்டும் கூறினாால், தொ�ொடரைைப் 
பற்றி வே�று ஏதாாவது கூற இயலுமாா?

பொ�ொதுவித்தியாாசம் எதுவும் ஆகலாாம் அல்லவாா; அதற்கேேற்ப தொ�ொடர் எவ்வாாறாாகவும் தொ�ொடரலாாம். 

பதிலாாக, ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் 2 ஆவது உறுப்பு 5 எனக் கூறினாால்?

அப்போ�ோதும் பொ�ொதுவித்தியாாசமாாகப் பல எண்களைை எடுத்துப் பல கூட்டுத்தொ�ொடர்களைை 
உருவாாக்கலாாம்.

பொ�ொதுவித்தியாாசமாாகச் சில எண்களைை எடுத்து, 2 ஆவது உறுப்பாாகிய 5 இன் முன்னும் பின்னும் 
உள்ள உறுப்புகளைை (1 ஆவது உறுப்பும், 3 ஆவது உறுப்பும்) மட்டும் எழுதிப் பாார்க்கலாாம்:

	 பொ�ொதுவித்தியாாசம் 1	 :	 4, 5, 6

	 பொ�ொதுவித்தியாாசம் 2	 :	 3, 5, 7

	 பொ�ொதுவித்தியாாசம் 
2

1  	 : 	 , ,
2

1

2

1
4 5 5

	 பொ�ொதுவித்தியாாசம் 2 	 :	 , ,5 2 5 5 2� �

	 பொ�ொதுவித்தியாாசம் −1 	 : 	6, 5, 4

இந்த எண்களுக்கிடைையே� ஏதாாவது தொ�ொடர்பு காாணப்படுகிறதாா? 

எல்லாாவற்றிலும் முதல், கடைைசி எண்களின் தொ�ொகைை என்ன?

மூன்று எண்களுடைையவும் தொ�ொகைை? 

எதனாால்?

பொ�ொதுவித்தியாாசம் எதுவாானாாலும், 5 இல் இருந்து அந்த எண்ணை�க் கழித்தது அல்லவாா  
முதல் எண்; 5 உடன் அதேே எண்ணை�க் கூட்டியதேே கடைைசி எண்.

அப்போ�ோது, முதல், கடைைசி எண்களைைக் கூட்டுவது என்பது, இரண்டு ஐந்துகளைைக் கூட்டுவதற்குச் 
சமம் அல்லவாா.

மே�லும் மூன்று எண்களைையும் கூட்டினாால், நடுவிலுள்ள எண்ணாாகிய  5 ஐக் கூடக் கூட்ட 
வே�ண்டும். அப்போ�ோது 5 இன் மூன்று மடங்காானது.

2 ஆவது உறுப்பாாகிய 5 க்குப் பதிலாாக வே�று ஏதாாவது எண்ணை� எடுத்தாால்?
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அப்போ�ோது மே�லே� கூறியதைைப்போ�ோல் 1 ஆவது உறுப்பு 3 ஆவது உறுப்பின் தொ�ொகைை, அந்த 
எண்ணின் இரண்டு மடங்கு ஆகும் அல்லவாா?

முதல் மூன்று உறுப்புகளின் தொ�ொகைை?

மே�லும் இரண்டாாம் இடத்திற்குப் பதிலாாக, வே�று ஏதாாவது இடத்தில் உள்ள ஓர் உறுப்பைை 
எடுத்தாால்?

அதன் தொ�ொட்டுப் பின்னாால் உள்ள உறுப்பு, அதிலிருந்து பொ�ொதுவித்தியாாசத்தைைக் கழித்ததாாகும்; 
தொ�ொட்டு முன்னாால் உள்ள உறுப்பு அதனுடன் பொ�ொதுவித்தியாாசத்தைைக் கூட்டியதும் ஆகும்;

அப்போ�ோது அவற்றின் தொ�ொகைை முதலில் எடுத்த (நடுவிலுள்ள) உறுப்பின் இரண்டு மடங்கு அல்லவாா.

மூன்று உறுப்புகளின் தொ�ொகைை?

அப்போ�ோது பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம்?

	 (i) 	 ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரில், ஓர் உறுப்பின் தொ�ொட்டு பின்பும் தொ�ொட்டு முன்பும் உள்ள 
உறுப்புகளின் தொ�ொகைை, முதலில் எடுத்த உறுப்பின் இரண்டு மடங்காாகும்.

	 (ii) 	ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரில், ஓர் உறுப்பினுடைையவும் அதன் தொ�ொட்டுப் பின்பும் தொ�ொட்டு 
முன்பும் உள்ள உறுப்புகளின் தொ�ொகைை, முதலில் எடுத்த உறுப்பின் மூன்று 
மடங்காாகும்.

ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரில் ஏதேேனும் ஓர் உறுப்பும் அதன் தொ�ொட்டு பின்பும் தொ�ொட்டு முன்பும் உள்ள 
உறுப்புகளைை எடுத்தாால், தொ�ொடரின் தொ�ொடர்ச்சியாான மூன்று உறுப்புகள் ஆகும் அல்லவாா?

அப்போ�ோது மே�லே� கூறிய இரண்டாாவது கருத்தைை இவ்வாாறு கூறலாாம்:

எந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரிலும் தொ�ொடர்ச்சியாான மூன்று உறுப்புகளின் தொ�ொகைை, நடுவிலுள்ள 
உறுப்பின் மூன்று மடங்காாகும்.

இதைை மாாறாாகக் கூறினாால்?

தொ�ொடர்ச்சியாான மூன்று உறுப்புகளின் தொ�ொகைையின் மூன்றில் ஒன்றேே நடுவிலுள்ள உறுப்பு.

எடுத்துக்காாட்டாாக, ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் 5, 6, 7 இடங்களின் உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 30  எனில், 
6 ஆவது உறுப்பு 30 × 

3

1  = 10 ஆகும்.

மே�லும் ஓர் உறுப்பின் தொ�ொட்டு பின்பும் முன்பும் உள்ள உறுப்புகளுக்குப் பதிலாாக அதிலிருந்து 
இரண்டு இடங்கள் பின்னாால் உள்ள உறுப்பைையும் இரண்டு இடங்கள் முன்னாால் உள்ள 
உறுப்பைையும் எடுத்தாால்?
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இரண்டு இடங்கள் பின்னாால் செெல்லும்போ�ோது, உறுப்பிலிருந்து பொ�ொதுவித்தியாாசத்தின் 
இரண்டு மடங்கு குறைையும்; இரண்டு இடங்கள் முன்னாால் செெல்லும்போ�ோது, உறுப்பிலிருந்து 
பொ�ொதுவித்தியாாசத்தின் இரண்டு மடங்கு அதிகரிக்கும்.

தொ�ொட்டு பின்பும் முன்பும் உள்ள உறுப்புகளின் தொ�ொகைை, முதலில் எடுத்த உறுப்பின் இரண்டு 
மடங்காாகும் என முன்னர் கண்டோ�ோம் அல்லவாா.

இரண்டு இடங்கள் பின்பும், இரண்டு இடங்கள் முன்பும் உள்ள உறுப்புகளின் தொ�ொகைை?

அவற்றில் ஒன்று, முதலில் எடுத்த உறுப்பிலிருந்து பொ�ொதுவித்தியாாசத்தின் இரண்டு மடங்கைைக் 
கழித்தும் மற்றொ�ொன்று, முதலில் எடுத்த உறுப்புடன் பொ�ொது வித்தியாாசத்தில் இரண்டு மடங்கைைக் 
கூட்டியதும் அல்லவாா. அப்போ�ோது அவற்றைைக் கூட்டினாாலும், முதலில் எடுத்த உறுப்பின் இரண்டு 
மடங்கு அல்லவாா? 

இந்த ஐந்து உறுப்புகளைையும் கூட்டினாால்?

இவற்றில் முதல் எண்ணை�யும் கடைைசி எண்ணை�யும் கூட்டினாாலும், இரண்டாாவது எண்ணை�யும், 
நாான்காாவது எண்ணை�யும் கூட்டினாாலும் நடுவிலுள்ள (மூன்றாாவது) எண்களின் இரண்டு 
மடங்காாகும். அப்பொ�ொழுது ஐந்து உறுப்புகளைையும் கூட்டினாால், மூன்றாாவது எண்ணின் 2 + 2 + 
1 = 5 மடங்காாகும்.

மே�லும் ஓர் உறுப்பின் இரண்டு பக்கங்களிலும் ஓர் இடத்தின் இடைைவெ�ளியிலும், இரண்டு 
இடங்களின் இடைைவெ�ளியிலும் மூன்று இடங்களின் இடைைவெ�ளியிலுமாாக ஏழு உறுப்புகளைை 
எடுத்தாால்?

பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம்?

(i)	 ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் ஓர் உறுப்பின் முன்பும் பின்பும் ஒரேே இடைைவெ�ளியில் உள்ள 
இரண்டு உறுப்புகளின் தொ�ொகைை, நடுவில் உள்ள உறுப்பின் இரண்டு மடங்காாகும்.

(ii)	ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் ஓர் உறுப்பினுடைையவும், அதன் முன்பும் பின்பும் உள்ள 
தொ�ொடர்ச்சியாான ஒரேே எண்ணிக்கைையில் உள்ள உறுப்புகளின் தொ�ொகைை, நடுவில் உள்ள 
உறுப்பு, மொ�ொத்த உறுப்புகளின் எண்ணிக்கைை ஆகியவற்றின் பெெருக்கற்பலனாாகும்.

எடுத்துக்காாட்டாாக ஒரு கூட்டு தொ�ொடரின் 10 ஆவது உறுப்பு 25 எனில், மே�லே� கூறிய கருத்தின்படி 
எந்தெெந்த தொ�ொகைைகளைை எல்லாாம் கணக்கிடலாாம்?

	 •	 9 ஆவது உறுப்பு, 11 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை 25 × 2 = 50.

	 •	 8 ஆவது உறுப்பு, 12 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை 25 × 2 = 50.
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வே�று எந்தெெந்த தொ�ொகைைகள் 50 ஆகும் எனக் கணக்கிடலாாம்?

மே�லே� கூறிய இரண்டாாவது கருத்தைைப் பயன்படுத்தி எந்தெெந்த தொ�ொகைைகளைைக் கணக்கிடலாாம்?

	 •	 9, 10, 11 இடங்களின் தொ�ொகைை 25 × 3 = 75.

	 •	 8, 9, 10, 11, 12 இடங்களின் தொ�ொகைை 25 × 5 = 125.

வே�று எந்தெெந்த தொ�ொகைைகளைைக் கணக்கிடலாாம்?

இதில் வே�றொ�ொரு கருத்தைைக் கவனித்தீர்களாா? ஓர் உறுப்பும் அதன் முன்பும் பின்பும் தொ�ொடர்ச்சியாான 
சம எண்ணிக்கைையிலாான உறுப்புகளும் எடுத்தாால், கிடைைக்கும் மொ�ொத்த உறுப்புகளின் 
எண்ணிக்கைை ஒற்றைை எண்ணாாகும் அல்லவாா; தொ�ொடங்கியது அவற்றிற்கு நடுவில் உள்ள 
உறுப்பும் ஆகும். அப்போ�ோது மே�லே� கூறிய இரண்டாாவது கருத்தைை இவ்வாாறு கூறலாாம்:

ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் தொ�ொடர்ச்சியாான சில உறுப்புகளின் எண்ணிக்கைையைை ஒற்றைை எண்களாாக 
எடுத்தாால், அவற்றின் தொ�ொகைை, நடுவிலுள்ள உறுப்பு, உறுப்புகளின் எண்ணிக்கைை ஆகியவற்றின் 
பெெருக்கற்பலன் ஆகும்.

(1) 	ஒரு கூட்டு தொ�ொடரின் 4 ஆவது உறுப்பு 8 ஆகும்.

	 (i) 	 கீழே� தரப்பட்டுள்ள 2 உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடுக.

		  (a)	 3 ஆவது உறுப்பும் 5 ஆவது உறுப்பும்.
		  (b)	 2 ஆவது உறுப்பும் 6 ஆவது உறுப்பும்.
		  (c) 	 1 ஆவது உறுப்பும் 7 ஆவது உறுப்பும்.
	 (ii) 	 3 ஆவது உறுப்பு, 4 ஆவது உறுப்பு, 5 ஆவது உறுப்பு என்ற 3 			 

	 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை என்ன?
	 (iii) 	2 ஆவது உறுப்பு முதல் 6 ஆவது உறுப்பு வரைையுள்ள 5 உறுப்புகளின் 		

தொ�ொகைை என்ன?
	 (iv) 	1 ஆவது உறுப்பு முதல் 7 ஆவது உறுப்பு வரைையுள்ள 7 உறுப்புகளின்  

	 தொ�ொகைை என்ன?
(2) 	ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் பொ�ொதுவித்தியாாசம் 2 உம், 9 ஆவது உறுப்பு, 10 ஆவது 

உறுப்பு, 11 ஆவது உறுப்பு இவற்றின் தொ�ொகைை 90 உம் ஆகும். தொ�ொடரின் முதல் 
மூன்று உறுப்புகளைைக் கணக்கிடுக.

மே�லும் இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் உறுப்பு 10 உம், முதல் 5 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 250 உம் 
ஆகும். தொ�ொடரைைக் கண்டுபிடிக்கலாாமாா?

முதல் 5 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 250 ஆனதாால், 3 ஆவது உறுப்பு (நடுவில் உள்ள உறுப்பு) 50 
எனக் கணக்கிடலாாம் அல்லவாா (எவ்வாாறு?). 1 ஆவது உறுப்பு 10 உம், 3 ஆவது உறுப்பு  50 
உம் ஆனதாால், பொ�ொதுவித்தியாாசம் 20 எனவும் கணக்கிடலாாம். அப்போ�ோது தொ�ொடர் 10, 30, 50, ...
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(1) 	முதல் 7 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 70 ஆகின்ற மூன்று கூட்டுத் தொ�ொடர்களைை எழுதவும்.

(2) 	ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் முதல் 3 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 30 உம், முதல் 7 உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைை 140 உம் ஆகும்.

	 (i) தொ�ொடரின் 2 ஆவது உறுப்பு என்ன?

	 (ii) தொ�ொடரின் 4 ஆவது உறுப்பு என்ன?

	 (iii)	தொ�ொடரின் முதல் மூன்று உறுப்புகள் எவைை?

(3)	 ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் முதல் ஐந்து உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 150 உம், முதல் பத்து 
உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 550 உம் ஆகும்.

	 (i) தொ�ொடரின் மூன்றாாவது உறுப்பு என்ன?

	 (ii) எட்டாாவது உறுப்பு என்ன?

	 (iii)	தொ�ொடரின் முதல் மூன்று உறுப்புகள் எவைை?

(4) 	ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் 11 ஆவது உறுப்பு, 21 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை 
80 எனில் 16 ஆவது உறுப்பு என்ன?

(5) ஓர் ஐங்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணங்கள் கூட்டுத் தொ�ொடரில் ஆகும். 

	 (i) 	 கோ�ோணங்களைை அளவுகளின் ஏறுவரிசைையில் எழுதினாால், மூன்றாாவது கோ�ோணம் 
என்ன?

	 (ii) 	மிகச் சிறிய கோ�ோணம் 40° எனில் பிற கோ�ோணங்கள் எவைையெ�ல்லாாம்?

	 (iii)	 மிகச்சிறிய கோ�ோணம் 36° ஆகுமாா?

கூட்டுத் தொ�ொடரின் ஒரு குறிப்பிட்ட இடத்தில் உள்ள உறுப்பு மட்டும் தெெரிந்தாாலும், அதன் பல 
உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடலாாம் எனப் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா?
வே�றொ�ொரு முறைையிலாான கணக்கைைப் பாார்க்கலாாம்:

ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் 2 ஆவது உறுப்பு, 5 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை 35 
எனக் கூறினாால், தொ�ொடரைைப் பற்றி வே�று ஏதாாவது கூற இயலுமாா?

இதன் 2 ஆவது உறுப்பாாக எந்த எண்ணை�யும் எடுக்கலாாம் அல்லவாா. எடுத்துக்காாட்டாாக,  

2 ஆவது உறுப்பு 10 என எடுத்தாால்? 

5 ஆவது உறுப்பு 35 – 10 = 25

மே�லும் பொ�ொதுவித்தியாாசம் (25 – 10) ÷ 3 = 5 எனக் கணக்கிடலாாம். தொ�ொடர்ந்து தொ�ொடரின் முதலில் 
உள்ள சில உறுப்புகளைைக் கணக்கிடலாாம்;

5, 10, 15, 20, 25, 30, ...
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இதில் ஒரு கருத்தைைக் கவனித்தீர்களாா?

3 ஆவது உறுப்பு, 4 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை = 15 + 20 = 35

1 ஆவது உறுப்பு, 6 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை = 5 + 30 = 35

2 ஆவது உறுப்பாாக வே�று ஏதாாவது எண்ணை� எடுத்து, இந்தத் தொ�ொகைைகளைைக் கணக்கிட்டுப் 
பாார்க்கவும். 

எதனாால் இந்தத் தொ�ொகைைகள் எல்லாாம் 35 ஆகக் கிடைைக்கிறது?

கணக்கில் கூறப்பட்டுள்ள கருத்தைை ஒரு படமாாக்கிப் பாார்க்கலாாம்:

2 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 3 ஆவது உறுப்பிற்கு மாாறுவதற்குப் பொ�ொதுவித்தியாாசத்தைை ஒரு முறைை 
கூட்ட வே�ண்டும்.

5 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 4 ஆவது உறுப்பிற்கு மாாறுவதற்குப் பொ�ொதுவித்தியாாசத்தைை ஒரு முறைை 
கழிக்க வே�ண்டும்..

அப்போ�ோது 3 ஆவது உறுப்பு  4 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைையும் 35 ஆகுமல்லவாா?

இதைைப்போ�ோன்று 1 ஆவது உறுப்பைையும் 6 ஆவது உறுப்பைையும் கூட்டினாால்?

இதைைப் போ�ோன்று 4 ஆவது உறுப்பு, 8 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை 45 எனக் கூறினாால், 
வே�று எந்தெெந்த தொ�ொகைைகளைைக் கணக்கிடலாாம்?

•	 4 ஆவது உறுப்பிலிருந்து ஓர் இடம் முன்பும் 8 ஆவது உறுப்பிலிருந்து ஓர் இடம் பின்பும் 
நகர்ந்து, 5 ஆவது உறுப்பு 7 ஆவது உறுப்பு, ஆகியவற்றைைக் கூட்டினாால் 45 கிடைைக்கும்.
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•	 4 ஆவது உறுப்பிலிருந்து ஓர் இடம் பின்னாாலும் 8 ஆவது உறுப்பிலிருந்து ஓர் இடம் 
முன்னாாலும் நகர்ந்து, 3 ஆவது உறுப்பு, 9 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றைைக் கூட்டினாால் 45 
கிடைைக்கும்.

மே�லும் எந்தெெந்த இடங்களின் தொ�ொகைை 45 ஆகுமாா?

இடங்கள் 4, 8 5, 7 3, 9 ... ...
உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 45 45 45 ... ...

இதைைப்போ�ோன்று 2 ஆம் இடத்தினுடைையவும் 6 ஆம் இடத்தினுடைையவும் உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 

30 எனக் கூறினாால் வே�று எந்தெெந்த இடங்களின் தொ�ொகைை 30 ஆகும் எனக் கூறலாாம்?

இந்தக் கணக்குகளைைக் குறித்துப் பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம்?

ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் ஓர் இடத்தைைக் கூட்டவும், வே�றொ�ொரு இடத்தைை அதேே அளவு கழிக்கவும் 
செெய்தாால் இந்த இடங்களின் உறுப்புகளின் தொ�ொகைை மாாறுவதில்லைை.

ஓர் எண்ணை�க் கூட்டவும், அதேே எண்ணை�க் கழிக்கவும் செெய்தாால், தொ�ொகைை மாாறவில்லைை 
அல்லவாா; மாாறாாக ஒரு ஜோ�ோடி எண்களின் தொ�ொகைை வே�றொ�ொரு ஜோ�ோடி எண்களின் தொ�ொகைைக்குச் 
சமம் எனில், ஓர் எண் கூடவும் மற்றொ�ொறு எண் அதேே அளவு குறைையவும் செெய்துள்ளது.

அப்போ�ோது மே�லே� கூறிய கருத்தைை இவ்வாாறு கூறலாாம்:

ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் ஏதாாவது இரண்டு இடங்களின் தொ�ொகைை, வே�று இரண்டு இடங்களின் 
தொ�ொகைைகளுக்குச் சமமெ�னில், இந்த ஜோ�ோடி இடங்களின் உறுப்புகளின் தொ�ொகைையும் சமமாாகும்.

அப்போ�ோது ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் முதல்  4 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 100 எனக் கூறினாால், 
தொ�ொடரைைக் குறித்து வே�று ஏதாாவது கூற இயலுமாா?

முதல் 4 உறுப்புகளைை ஒரேே தொ�ொகைை கிடைைக்கும் இரண்டு ஜோ�ோடிகளாாக்கலாாம் அல்லவாா.

	 •	 1 ஆவது உறுப்பும் 4 ஆவது உறுப்பும்.

	 •	 2 ஆவது உறுப்பும் 3 ஆவது உறுப்பும்.

இந்த நாான்கு உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 100 ஆனதாால் இந்த ஒவ்வொ�ொரு ஜோ�ோடியினுடைையவும் 
தொ�ொகைை 50 ஆக வே�ண்டும்; அதாாவது,

	 •	 1 ஆவது உறுப்பு, 4 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை 50.

	 •	 2 ஆவது உறுப்பு, 3 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை 50.

இந்தக் கணக்கில் 1 ஆவது உறுப்பு 10 எனவும் கூறினாால்?

இவ்வாாறு சிந்திக்கலாாம்:

	 •	 4 ஆவது உறுப்பு 50 − 10 = 40.

	 •	 1 ஆவது உறுப்பு 10 உம், 4 ஆவது உறுப்பு 40 உம் ஆனதாால், பொ�ொதுவித்தியாாசத்தின்  

	 3 மடங்கு 40 − 10 = 30.

	 •	 பொ�ொதுவித்தியாாசம் 30 ÷ 3 = 10.

	 •	 தொ�ொடரின் முதல் நாான்கு உறுப்புக்கள் 10, 20, 30, 40.
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(1) முதல் 4 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 100 ஆன நாான்கு கூட்டுத் தொ�ொடர்களைை எழுதவும்.

(2) 	ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் 1 ஆவது உறுப்பு 5 உம்; முதல் 6 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 

105 உம் ஆகும் எனில்; தொ�ொடரின் முதல் ஆறு உறுப்புகளைைக் கணக்கிடவும் 

(3)	 ஒரு கூட்டுத் தொ�ொடரின் 7 ஆவது உறுப்பு, 8 ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் தொ�ொகைை 
50 எனில் முதல் 14 உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடவும்.

(4) 	கீழே� தரப்பட்டுள்ள ஒவ்வொ�ொரு கூட்டுத் தொ�ொடரினுடைையவும் முதல் மூன்று 
உறுப்புகளைை எழுதவும்.

	 (i) முதல் உறுப்பு 30; முதல் மூன்று உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 300. 

	 (ii) முதல் உறுப்பு 30; முதல் நாான்கு உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 300.

	 (iii) முதல் உறுப்பு 30; முதல் ஐந்து உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 300.

	 (iv) முதல் உறுப்பு 30; முதல் ஆறு உறுப்புகளின் தொ�ொகைை 300.
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வட்டங்களும் 
கோ�ோணங்களும்
வட்டங்களும் 
கோ�ோணங்களும்22

வட்டப்பகுதிகள்
ஒரு வளைையத்தின் 

3

1  பாாகத்தைை வெ�ட்டி எடுப்பது எவ்வாாறு ?

ஒன்பதாாம் வகுப்பில் வட்டப்பகுதிகள் என்ற பாாடத்தில் நீளமும் கோ�ோணமும் என்ற பகுதியில் 

பாார்த்ததைைப்போ�ோல, இத்தகைைய ஒரு வில்லின் மைையக்கோ�ோணம் 360° × 
3

1  = 120° ஆக இருக்க 
வே�ண்டுமல்லவாா.
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அப்போ�ோது முதலில், எட்டாாம் வகுப்பில்  வட்டங்கள் என்ற பாாடத்தில் நாாண்கள் என்ற பகுதியில் 
கற்ற ஏதேேனும் ஒரு முறைையைைப் பயன்படுத்தி, வட்டத்தின் மைையம் அடைையாாளப்படுத்தவும்; 

மைையத்தில் 120° கோ�ோணம் வரைைந்து, 
3

1  பாாகம் நீளமுள்ள வில்லைை அடைையாாளப்படுத்தவும்.

மைையத்தைை அடைையாாளப்படுத்தாாமல், நேேரடியாாக இந்த வில்லைை அடைையாாளப்படுத்த முடியுமாா? 
அதாாவது, வட்டத்திலே�யே� ஏதாாவது ஒரு புள்ளியிலிருந்து இரண்டு கோ�ோடுகள் வரைைந்து, இந்த 
வில்லைை அடைையாாளப்படுத்த ஏதேேனும் வழி உள்ளதாா? 

வினாாவைைச் சற்றுகூட தெெளிவாாக்கலாாம். மே�லே� காாணப்படும் படத்தில் கோ�ோணம் எவ்வளவாாக 
எடுத்தாால், மைையக்கோ�ோணம் 120° ஆகும் ?

இதனை�க் கணக்கிடுவதற்கு, இந்தக் கோ�ோணத்தின் 
உச்சியைையும் வட்ட மைையத்தைையும் இணை�த்து, இந்தக் 
கோ�ோணத்தைை இரண்டு பாாகங்கள் ஆக்கலாாம்:
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இப்போ�ோது, படத்தில் இரண்டு முக்கோ�ோணங்கள் உள்ளதல்லவாா. இரண்டிலும் ஒரு ஜோ�ோடி 
பக்கங்கள், வட்டத்தின் ஆரங்கள் ஆனதாால் அவற்றிற்கு ஒரேே நீளமாாகும்; அதாாவது இவைை 
இரண்டும் இருசமபக்க முக்கோ�ோணங்களாாகும். அப்போ�ோது மே�லே�யுள்ள கோ�ோணத்தின் பாாகங்கள் 

x°, y° என எடுத்தாால், முக்கோ�ோணங்களின் கீழே�யுள்ள கோ�ோணங்களும் இவைையே�.

இனி முக்கோ�ோணங்களின் பொ�ொதுவாான பக்கத்தைை நீட்டி வரைைந்தாால், மைையக்கோ�ோணமும் 
இரண்டு பாாகங்களாாகும்:

மைையக்கோ�ோணத்தின் இந்தப் பாாகங்கள், இடது மற்றும் வலது பக்கங்களில் உள்ள இருசமபக்க 
முக்கோ�ோணங்களின் மூன்றாாவது உச்சியின் வெ�ளிக்கோ�ோணங்களாாகும்; எனவே�, இவைை 
மற்ற இரண்டு உச்சிகளின் உட்கோ�ோணங்களின் கூட்டுத்தொ�ொகைை ஆகும். (எட்டாாம் வகுப்பில் 
பலகோ�ோணங்கள் என்ற பாாடத்தில் வெ�ளிக்கோ�ோணங்கள் என்ற பகுதி).
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மைையக்கோ�ோணம் 120° ஆனதாால்
2x + 2y = 120

எனவும், இதிலிருந்து
x + y = 60

எனவும் காாணலாாமல்லவாா. அதாாவது, வில்லின் 
முனை�ப்புள்ளிகள் வட்டத்திலுள்ள புள்ளியில் 
உருவாாக்கும் கோ�ோணம் 60°.

இங்கேே பாார்த்தது என்ன ?

வட்டத்தின் 
3

1  பாாகத்தைை அடைையாாளப்படுத்த, மைையத்தில் 120° அடைையாாளப்படுத்து வதற்குப் 
பதிலாாக, வட்டத்தில் ஒரு புள்ளியில் 60°அடைையாாளப்படுத்தினாால் போ�ோதும்.

இதேேபோ�ோல், ஒரு வட்டத்தின் 
5

1  பாாகம் அடைையாாளப்படுத்த, வட்டத்தில் ஒரு புள்ளியில் வரைைய 
வே�ண்டிய கோ�ோணத்தின் அளவு எவ்வளவு எனக் கணக்கிடவும்.

வில்லும் கோ�ோணமும்
வட்டத்தில் ஒரு புள்ளியில் 60° ஐ அடைையாாளப்படுத்தினாால் வட்டத்தின் 

3

1  பாாகமாான வில் 
கிடைைக்கும் எனவும், 36° ஐ அடைையாாளப்படுத்தினாால் வட்டத்தின் 

5

1  பாாகமாான வில் கிடைைக்கும் 
எனவும் பாார்த்தோ�ோமல்லவாா.

a என்ற ஒரு Angle Slider ஐ 
உருவாாக்கவும். A என்ற ஒரு புள்ளியைை 
மைையமாாகக்கொ�ொண்டு ஒரு வட்டம் 

வரைைந்து அதில் B என்ற ஒரு புள்ளியைை 
அடைையாாளப்படுத்தவும். Angle With Given Size 
tool ஐப் பயன்படுத்தி B லும் அதைைத் தொ�ொடர்ந்து 
வட்ட மைையத்திலும் கிளிக் செெய்யும்போ�ோது 
கிடைைக்கின்ற சாாளரத்தில் கோ�ோண அளவாாக 'a' 
எனக் அளிக்கவும். வட்டத்தில் ஒரு புதிய புள்ளி B′ 
கிடைைக்கும். BA, AB′ என்ற கோ�ோடுகள் வரைைந்து 
மைையக் கோ�ோணத்தைை அடைையாாளப்படுத்தவும். 
மைையக்கோ�ோணம் 180° ஐவிடக் குறைைவாா 
கும்விதம் ஒழுங்குப்படுத்தவும். வட்டத்திலுள்ள 
பெெரிய வில்லில் C என்ற ஒரு புள்ளியைை 
அடைையாாளப்படுத்தி BC, B′C என்ற கோ�ோடுகள் 
வரைைந்து ∠C யைை அடைையாாளப்படுத்தவும். ∠A, 
∠C இவற்றிற்கிடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன? 
C இன் இடத்தைை மாாற்றிப்பாார்க்கவும். சிலைைடர் 
பயன்படுத்தி ∠A மாாற்றிப் பாார்க்கவும்.
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இந்தக் கருத்துகளைை, வட்டத்தின் பாாகங்களுக்குப் பதிலாாக, விற்களின் மைையக் கோ�ோணங்களைைப் 
பயன்படுத்தியும் கூறலாாம்..

அப்போ�ோது ஒரு வினாா: வட்டத்தில் ஏதேேனும் வில்லின் முனை�களைை, வட்டத்திலுள்ள ஒரு 
புள்ளியுடன் இணை�த்தாால், மைையக்கோ�ோணத்தின் பாாதி கிடைைக்குமாா?

வில்லின் மைையக்கோ�ோணம் c° என எடுக்கலாாம்.

முன்னர் பாார்த்ததுபோ�ோல, மைையப்புள்ளியைையும் வட்டத்திலுள்ள புள்ளியைையும் இணை�க்கின்ற 
கோ�ோடு மே�லே�யுள்ள கோ�ோணத்தைை வெ�ட்டி கிடைைக்கும் பாாகங்களைை x°, y° என எடுக்கலாாம்.

இந்தக் கோ�ோட்டைை நீட்டி வரைைந்து கோ�ோணங்களைை இவ்வாாறு அடைையாாளப்படுத்தலாாமல்லவாா?
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மைையக்கோ�ோணம் c° என்றல்லவாா எடுக்கப்பட்டது. அப்போ�ோது,
2x + 2y = c

என்றும் இதிலிருந்து
x + y = 

2

1 c
என்றும் காாணலாாம்.

(1) 	படத்தில் அடைையாாளப்படுத்தப்பட்டுள்ள வில் வட்டத்தின் எத்தனை� பாாகமாாகும் ?

(2) 	ஒரு கம்பியைை இரண்டாாக மடக்கி, அதன் உச்சியைை ஒரு வட்டத்தின் மைையத்தில் 
வைைத்தபோ�ோது, வட்டத்தின் 

10

1  பாாகம் அதனுள் காாணப்பட்டது. இதேே கம்பியின் 
உச்சியைை, வட்டத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியில் சேேர்த்து வைைத்தாால் வட்டத்தின் 
எத்தனை� பாாகம் அதனுள் காாணப்படும் ? வே�று ஏதேேனும் வட்டத்தில் ஒரு 
புள்ளியில் சேேர்த்து வைைத்தாால்?



வட்டங்களும் கோ�ோணங்களும்

37

X

அப்போ�ோது வே�றொ�ொரு வினாா: வில்லின் முனை�ப் புள்ளிகள் வட்டத்திலுள்ள எந்தப் புள்ளியுடன் 
இணை�த்தாாலும் பாாதிக்கோ�ோணம் கிடைைக்குமாா? படம் பின்வருமாாறு ஆனாால்?

இதில் வட்டத்திலுள்ள புள்ளி, வில்லின் ஒரு முனை�ப்புள்ளி வழியாாக வரைைகின்ற விட்டம் 
வட்டத்தைை வெ�ட்டும் புள்ளி ஆகும். அப்போ�ோது இந்தப் புள்ளியில் வில் உருவாாக்கும் கோ�ோணம் 

x° என்றெ�டுத்தாால், பிற கோ�ோணங்களைை இவ்வாாறு கணக்கிடலாாமல்லவாா.

இனி வட்டத்திலுள்ள புள்ளியைை மீண்டும் கீழாாகப் பின்வருமாாறு எடுத்தாால் ?
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மீண்டும் இந்தப் புள்ளியைையும் வட்டமைையத்தைையும் இணை�த்து வரைையலாாம்.

இவ்வாாறு கிடைைக்கும் இருசமபக்க முக்கோ�ோணங்களில் சமமாான கோ�ோணங்களைை x°, y° என 
எடுக்கலாாம்:

இனி முக்கோ�ோணங்களின் பொ�ொதுவாான பக்கத்தைை நீட்டி வரைைந்து, வெ�ளிக்கோ�ோணங்களைை 
அடைையாாளப்படுத்தலாாம்:
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இதிலிருந்து, வில்லின் மைையக்கோ�ோணத்தைையும் அதன் முனை�ப்புள்ளிகள் வட்டத்திலுள்ள 
புள்ளியில் உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணத்தைையும் கணக்கிடலாாமல்லவாா.

இதுவரைை பயன்படுத்தியதெெல்லாாம், மைையக்கோ�ோணம் 180° ஐவிடக் குறைைவாான விற்களாாகும். 
மைையக்கோ�ோணம் 180° ஐவிடக் கூடுதல் ஆனாால் ?

முன்பு செெய்ததுபோ�ோல, மைையக்கோ�ோணத்தைையும் வில்லில் அல்லாாத வட்டத்திலுள்ள புள்ளியைையும் 
இணை�க்கின்ற கோ�ோடு, இந்தப் புள்ளியிலுள்ள கோ�ோணத்தைை வெ�ட்டிக் கிடைைக்கும் பாாகங்களைை 

x°, y° என எடுக்கலாாம்.
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வட்டத்திலுள்ள இரண்டு முக்கோ�ோணங்களும் இருசமபக்க முக்கோ�ோணங்கள் ஆனதாால், இடது 
வலது கோ�ோணங்கள் x°, y° ஆகும்.

இனி நாாம் முன்பு செெய்ததுபோ�ோல், இந்தக் கோ�ோட்டைை நீட்டி வரைைந்து, மைையக்கோ�ோணத்தைை 
முக்கோ�ோணங்களின் வெ�ளிக்கோ�ோணங்களாாகப் பிரிக்கலாாம்.

இதிலிருந்து, வில்லின் மைையக்கோ�ோணத்தைையும் அதன் முனை�ப்புள்ளிகள் வட்டத்திலுள்ள  
புள்ளியில் உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணத்தைையும் கணக்கிடலாாமல்லவாா.
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கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ள படங்களில், வட்டத்திலுள்ள ஒரு வில்லின் மைையக்கோ�ோணம் 
காாட்டப்பட்டுள்ளது.

ஒவ்வொ�ொரு படத்திலும் வில், வட்டத்தின் வே�று இரண்டு புள்ளிகளில் 
உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணங்களைைக் கணக்கிடுக.

இனி வில்லின் மைையக்கோ�ோணம் 180° ஆனாால்? அதாாவது, வில் அரைைவட்டம் ஆனாால் ?

வட்டமைையமும் வட்டத்திலுள்ள புள்ளியும் இணை�க்கின்ற கோ�ோடு, அந்தப் புள்ளியிலுள்ள 
கோ�ோணத்தைை x°, y° என்ற பாாகங்களாாக்குகின்றன என எடுக்கலாாம்.
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இருசமபக்க முக்கோ�ோணங்களில் கீழே�யுள்ள கோ�ோணங்களும் x°, y° இவைையே� ஆகும்.

வட்டத்திற்குள்ளே� பெெரிய முக்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணங் 
களின் தொ�ொகைை 180° ஆனதாால்

(x + y) + x + y = 180

என்றும் இதிலிருந்து x + y = 90 என்றும் காாணலாாம் 
அல்லவாா.

இந்தக் கணக்குகளிலெ�ல்லாாம் செெய்தது என்ன?

வட்டத்தில் ஒரு வில்லின் மைையக்கோ�ோணத்திற்கும், வில்லின் முனை�கள் வட்டத்தில் ஒரு 
புள்ளியுடன் இணை�த்துக் கிடைைக்கும் கோ�ோணத்திற்கும் இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பைைக் 
கணக்கிட்டோ�ோம்:
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இவற்றிலெ�ல்லாாம் வில்லின் முனை�கள் இணை�க்கின்ற வட்டத்திலுள்ள புள்ளி, வில்லின் 
வெ�ளியே� உள்ள ஒரு புள்ளி எனக் கவனிக்கவும்.

வில்லில் உள்ள ஒரு புள்ளியுடன் இணை�த்தாால் கிடைைக்கும் கோ�ோணம், மைையக்கோ�ோணத்தின் 
பாாதி அல்ல என எளிதாாகக் காாணலாாமல்லவாா:

இதுவரைை பாார்த்ததைை எல்லாாம் சேேர்த்துப் பொ�ொதுக் கருத்தாாகப் பின்வருமாாறு கூறலாாம்:

வட்டத்தில் ஒரு வில்லின் முனை�கள், வட்டத்தில் அந்த வில்லில் அல்லாாத, ஒரு புள்ளியுடன் 
இணை�த்தாால் கிடைைக்கும் கோ�ோணம், வில்லின் மைைக்கோ�ோணத்தின் பாாதியாாகும்

இதில் அரைைவட்டத்தின் கருத்தைை குறிப்பிட்டுக் கூற வே�ண்டும்.

அரைைவட்டத்தின் முனை�களைை வட்டத்தில் வே�றேேதேேனும் புள்ளியுடன் இணை�த்தாால் 
கிடைைக்கும் கோ�ோணம் செெங்கோ�ோணமாாகும்

இதைைச் சற்று சுருக்கி, பின்வருமாாறு கூறலாாம்:

அரைைவட்டத்திலுள்ள கோ�ோணம் செெங்கோ�ோணமாாகும்

இந்தக் கருத்துகளின் சில பயன்பாாடுகளைைப் பாார்ப்போ�ோம்.

கோ�ோணங்களைைப் பாாதியாாக்க முதலில் கூறிய கருத்தைைப் பயன்படுத்தலாாம். பின்வரும் படத்தைைப் 
பாார்க்கவும்:

கோ�ோணத்தின் உச்சியைை மைையமாாகக்கொ�ொண்டு வட்டம் வரைையப்பட்டுள்ளது. இனி கோ�ோணத்தின் 
கீழே� உள்ள கோ�ோட்டைை நீட்டி வட்டத்தைை வெ�ட்டும் புள்ளியைையும் கோ�ோணத்தின் மே�லே� உள்ள 
கோ�ோடு வட்டத்தைை வெ�ட்டும் புள்ளியைையும் இணை�த்தாால் பாாதிக் கோ�ோணம் கிடைைக்கும்.
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ஒரு வட்டத்திற்கு உள்ளே� குறிப்பிட்ட கோ�ோணங்களுள்ள முக்கோ�ோணம் வரைையவும், இந்தக் 
கருத்தைைப் பயன்படுத்தலாாம். எடுத்துக்காாட்டாாக உச்சிகள் எல்லாாம் வட்டத்திலும், கோ�ோணங்கள் 

50°, 60°, 70° யுமாான முக்கோ�ோணத்தைை எவ்வாாறு வரைையலாாம் எனப் பாார்க்கலாாம்.

முக்கோ�ோணத்தின் உச்சிகள், வட்டத்தைை மூன்று விற்களாாகப் பிரிக்கின்றன அல்லவாா. அவற்றின் 
மைையக்கோ�ோணங்கள் எவைை?
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அப்போ�ோது, முக்கோ�ோணம் வரைைவதற்கு, மைையத்தில் இந்தக் கோ�ோணங்களில் ஏதேேனும் இரண்டு 
கோ�ோணங்கள் வரைைந்தாால்போ�ோதும் அல்லவாா.

இனி அரைைவட்டத்திலுள்ள கோ�ோணம் செெங்கோ�ோணம் என்ற கருத்தைைப் பயன்படுத்தி, ஒரு 
கோ�ோட்டிற்குச் செெங்குத்துக்கோ�ோடு வரைைவது எவ்வாாறு எனப் பாார்க்கலாாம். படத்திலுள்ள கோ�ோட்டின் 
வலது முனை� வழியாாகக் கோ�ோட்டிற்குச் செெங்குத்துக்கோ�ோடு வரைைய வே�ண்டும்.

அதற்கு முதலில், இந்தப் புள்ளி வழியாாகக் கடந்து செெல்லுகின்றதும், கோ�ோட்டைை வே�றொ�ொரு 
புள்ளியில் வெ�ட்டிச் செெல்கின்றதுமாான ஒரு வட்டம் வரைைய வே�ண்டும்:

இனி இந்தப் புள்ளி வழியாாக விட்டம் வரைைந்து, விட்டத்தின் மறு முனை�யைை முதலில் வரைைந்த 
கோ�ோட்டின் முனை�யுடன் இணை�க்கவும்:
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அரைைவட்டத்திலுள்ள கோ�ோணம் செெங்கோ�ோணம் ஆனதாால், இந்தக் கோ�ோடு முதல் கோ�ோட்டிற்குச் 
செெங்குத்து ஆகும்.. 
அளவுகோ�ோலும், கவராாயமும் பயன்படுத்திச் செெங்குத்துக்கோ�ோடுகள் வரைையக் கூடிய வே�றொ�ொரு 
முறைையைை எட்டாாம் வகுப்பில் படித்தது நினை�விருக்கிறதாா. (இருசம வெ�ட்டிகள் என்ற பாாடத்தில் 
கோ�ோடுகளின் இருசமவெ�ட்டிகள் என்ற பகுதி).

(1)	 ஒரு கடிகாாரத்தில் 1, 4, 8 என்ற எண்களைை இணை�த்து ஒரு முக்கோ�ோணம் 
வரைையவும்.

	 (i)	 இந்த முக்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணங்களைைக் கணக்கிடுக.

	 (ii)	 கடிகாாரத்தின் எண்களைை இணை�த்து எத்தனை� சமபக்க முக்கோ�ோணங் 
	 களைை உருவாாக்கலாாம் ?

(2)	 சுற்றுவட்ட ஆரம் 3.5 செென்டிமீட்டர் உள்ள ஒரு சமபக்க முக்கோ�ோணம் வரைைக. 

(3)	 சுற்றுவட்ட ஆரம் 3 செென்டிமீட்டரும், இரண்டு கோ�ோணங்கள் 32
2

1 %  உம் 37
2

1 % உம் 

உள்ள முக்கோ�ோணம் வரைைக.

(4) 	படத்தில் ஒரு கோ�ோடு விட்டமாாகப் பெெரிய அரைைவட்டமும், கோ�ோட்டின் பாாதி விட்டமாாகச் 
சிறிய அரைைவட்டமும் வரைையப்பட்டுள்ளது. இவைை இரண்டும் சந்திக்கும் புள்ளியும் 
பெெரிய அரைைவட்டத்தில் ஏதேேனும் புள்ளியும் இணை�க்கும் கோ�ோட்டைை, சிறிய அரைை 
வட்டம் சமபாாகம் செெய்யும் என நிரூபிக்கவும்.
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(5) 	ஓர் இருசமபக்க முக்கோ�ோணத்தின் சமமாான பக்கங்களைை விட்டங்களாாகக் கொ�ொண்டு 
வரைையப்படும் வட்டங்கள், மூன்றாாவது பக்கத்தின் மைையப்புள்ளி வழியாாகக் கடந்து 
செெல்லும் என நிரூபிக்கவும்:

	 (குறிப்பு :  ஒவ்வொ�ொரு வட்டமாாகப் பரிசோ�ோதிக்கவும்).

(6)	 ஒரு சாாய்வு சதுரத்தின் நாான்கு பக்கங்களும் விட்டங்களாாகக் கொ�ொண்டு வரைையப்படும் 
வட்டங்களெ�ல்லாாம் பொ�ொதுவாான ஒரு புள்ளி வழியாாகக் கடந்து செெல்லும் என நிரூபிக்கவும்.

(7) 	ஓர் அரைைவட்டத்தில் ஒரு புள்ளியும், விட்டத்தின் இரண்டு முனை�களும் சேேர்த்து ஒரு 
முக்கோ�ோணம் வரைையப்பட்டுள்ளது. தொ�ொடர்ந்து, முக்கோ�ோணத்தின் மற்ற இரு பக்கங்களைை 
விட்டமாாகக் கொ�ொண்டு அரைைவட்டங்களும் வரைையப்பட்டுள்ளது.

	 இரண்டாாவது படத்தில் நீலமும் சிவப்புமாான பிறைை வடிவங்களின் பரப்பளவுகளைைக் 
கூட்டினாால் முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவு கிடைைக்கும் என நிருபிக்கவும்.

	 (குறிப்பு : ஒன்பதாாம் வகுப்பிலுள்ள வட்டப்பகுதிகள் என்ற பாாடத்தில் இறுதி வினாாவைை 
நினை�வுகூரவும்).
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(8) 	படத்திலுள்ள வட்டத்தில், AB, CD என்பன ஒன்றுக்கொ�ொன்று செெங்குத்தாான நாாண்கள். APC, 
BQD என்ற விற்களைைச் சேேர்த்து வைைத்தாால், வட்டத்தின் பாாதியாாகும் என நிரூபிக்கவும்.

வட்டத்துண்டுகள்
வட்டத்தின் எந்த இரு புள்ளிகளும் வட்டத்தைை இரண்டு விற்களாாகப் பிரிக்கும் அல்லவாா.

இவற்றில் ஒவ்வொ�ொரு வில்லைையும் மற்ற வில்லின் எதிர்வில் (Alternate arc) எனக் கூறலாாம். 
வட்டத்திலுள்ள ஒரு புள்ளி, இவற்றில் ஒரு வில்லில் அல்லது அதன் எதிர்வில்லில் ஆகும். எனவே�, 
ஒரு வில்லின் மைையக்கோ�ோணத்திற்கும், அதன் முனை�களைை வட்டத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியுடன் 
இணை�த்தாால் கிடைைக்கும் கோ�ோணத்திற்கும் இடைையே�யுள்ள தொ�ொடர்பைை இவ்வாாறு கூறலாாம்:

வட்டத்தில் ஒரு வில்லின் முனை�கள், அதன் எதிர்வில்லின் எந்தப் புள்ளியுடனும் இணை�த்தாால் 
கிடைைக்கும் கோ�ோணம், வில்லின் மைையக்கோ�ோணத்தின் பாாதியாாகும்.
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அதாாவது, வட்டத்திலுள்ள இரண்டு புள்ளிகள் வட்டத்தைை இரண்டு விற்களாாகப் பிரிக்கிறது; 
இந்தப் புள்ளிகளைை, இந்த விற்களில் ஒரு வில்லின் புள்ளிகளுடன் இணை�த்தாால் உருவாாகும் 
கோ�ோணங்களெ�ல்லாாம் சமமாாகும்.

ஒரு வில்லிலும் அதன் எதிர்வில்லிலும் உள்ள புள்ளிகளுடன் இணை�த்து உருவாாக்கும் 
கோ�ோணங்களுக்கு இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன ?

வட்டத்திலுள்ள இரண்டு புள்ளிகள் உருவாாக்கும் ஒரு வில் அதன் எதிர்வில் இவற்றின் 
மைையக்கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 360° அல்லவாா.
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ஒரு வில்லிலும் அதன் எதிர்வில்லிலும் உள்ள புள்ளிகளில் உருவாாக்கும் கோ�ோணங்கள் இவற்றின் 
பாாதி ஆகும்.

அப்போ�ோது என்ன கூறலாாம் ?

வட்டத்திலுள்ள இரு புள்ளிகள், அவைை உருவாாக்குகின்ற வில்லிலும், எதிர்வில்லிலும் 
உருவாாகும் கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° ஆகும்.

இதனை� வே�றொ�ொரு முறைையிலும் கூறலாாம். வட்டத்தில் 
ஏதேேனும் இரண்டு புள்ளிகளைை இணை�க்கின்ற ஒரு நாாண் 
வட்டப்பரப்பினை� இரண்டு பாாகங்களாாக்குமல்லவாா.

இவ்வாாறாான வட்ட பாாகங்களைை வட்டத்துண்டுகள் (Circular 
segment) எனக் கூறலாாம். ஒரு நாாண் வெ�ட்டிக் கிடைைக்கும் 
இரண்டு வட்டத்துண்டுகளில் ஒன்றைை மற்றொ�ொன்றின் எதிர் 
துண்டு (Alternate segment) எனவும் கூறலாாம்.

அவ்வாாறு வட்டத்தின் கோ�ோணங்களைைப்பற்றி விற்கள் 
பயன்படுத்திக் கூறியதைை, வட்டத்துண்டுகள் பயன்படுத்தியும் 
கூறலாாம்.
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ஒரேே வட்டத்துண்டிலுள்ள கோ�ோணங்கள் சமமாாகும். ஒரு வட்டத்துண்டிலும் அதன் எதிர் 
துண்டிலும் உள்ள கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° ஆகும்

வட்டத்தில் இரு புள்ளிகள் வட்டத்தைைப் பிரிக்கின்ற விற்களின் மைையக்கோ�ோணங்களுக்கும்; இந்தப் 
புள்ளிகளைை இணை�த்துக் கிடைைக்கும் நாாண் வட்டப்பரப்பினை�ப் பிரிக்கின்ற வட்டத்துண்டுகளின் 
கோ�ோணங்களுக்கும் இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்புகள் இவ்வாாறாாகும்:

(1) 	கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று படங்களிலும் O வட்டமைையமும் A, B, C வட்டத்தின் 
புள்ளிகளுமாாகும். ஒவ்வொ�ொன்றிலும் ABC, OBC என்ற முக்கோ�ோணங்களின் 
கோ�ோணங்களைையெ�ல்லாாம் கணக்கிடவும்.

(2) 	கீழே� கூறப்பட்டுள்ள ஒவ்வொ�ொரு கணக்கிலும் ஒரு வட்டமும் அதில் ஒரு 
நாாணும் வரைைந்து வட்டத்தைை இரு பகுதிகளாாக்கவும். பகுதிகள் கணக்கில் 
கூறப்பட்டுள்ளதுபோ�ோல் இருக்க வே�ண்டும்:
(i)	 ஒரு பகுதியிலுள்ள கோ�ோணங்கள் எல்லாாம் 80°
(ii)	 ஒரு பகுதியிலுள்ள கோ�ோணங்கள் எல்லாாம் 110°
(iii)	 ஒரு பகுதியிலுள்ள கோ�ோணங்களெ�ல்லாாம், மறுபகுதியிலுள்ள 

கோ�ோணங்களின் பாாதி
(iv)	 ஒரு பகுதியிலுள்ள கோ�ோணங்களெ�ல்லாாம் மறுபகுதியிலுள்ள 

கோ�ோணங்களின் ஒன்றரைை மடங்கு.
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வட்டமும் நாாற்கரமும்
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

வட்டத்தின் நாான்கு புள்ளிகளைை இணை�த்து ஒரு நாாற்கரம் வரைையப்பட்டுள்ளது. இந்த 
நாாற்கரத்தின் எதிர் கோ�ோணங்களுக்கிடைையில் ஏதேேனும் தொ�ொடர்பு உள்ளதாா?

கிடைைக்காாவிடில் AC ஐ இணை�த்துப் பாாருங்கள்:

இப்போ�ோது B லும் D லும் உள்ள கோ�ோணங்கள், AC என்ற நாாண் வட்டத்தைைப் பிரித்து 
உருவாாக்குகின்ற இரண்டு வட்டத்துண்டுகளின் கோ�ோணங்களாாகும். ஆதலாால் அவற்றின் 
தொ�ொகைை 180° ஆகும்.

இதுபோ�ோல, BD வரைைந்தாால் A யிலும் C யிலும் உள்ள கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° எனக் 
கிடைைக்கும்.

அப்போ�ோது பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம் ?

ஒரு நாாற்கரத்தின் அனை�த்து உச்சிகளும் வட்டத்தில் எனில், அவற்றின் எதிர்கோ�ோணங்களின் 
தொ�ொகைை 180° ஆகும்

மாாறாாகக் கூறினாால் சரியாாகுமாா? அதாாவது ஒரு நாாற்கரத்தின் எதிர் கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 
180° எனில், அதன் நாான்கு உச்சிகளின் வழியாாகக் கடந்துச் செெல்கின்ற ஒரு வட்டம் வரைைய 
இயலுமாா ?
இவ்வாாறு சிந்திக்கலாாம்? எந்த நாாற்கரத்தினுடைையவும் மூன்று உச்சிகள் வழியாாக ஒரு வட்டம் 
வரைையலாாமல்லவாா? (எட்டாாம் வகுப்பில் வட்டங்கள் என்ற பாாடத்தில் கோ�ோடுகளும் வட்டங்களும் என்ற பகுதி).

ஒரு வட்டம் வரைைக. Polygon  tool ஐ 
பயன்படுத்தி உச்சிகள் வட்டத்தில் 
வரும்விதம் ஒரு நாாற்கரம் 

வரைைக. இதன் கோ�ோணங்களெ�ல்லாாம் 
அடைையாாளப்படுத்தவும் (Angle tool) ஐ 
பயன்படுத்தி நாாற்கரத்திற்கு உள்ளே� கிளிக் 
செெய்தாால்போ�ோதும்). எதிர் கோ�ோணங்களுக்கு 
இடைையே�யுள்ள தொ�ொடர்பு என்ன என்பதைைச் 
சரிபாார்க்கவும். நாாற்கரத்தின் உச்சிகளைை 
மாாற்றிப்பாார்க்கவும்.
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இனி நாான்காாவது உச்சி சிலவே�ளைை வட்டத்தில் ஆகலாாம் அல்லது வட்டத்திற்கு உள்ளே�யோ�ோ 
வெ�ளியே�யோ�ோ ஆகலாாம். வட்டத்தில் ஆனாால் அந்த உச்சியிலும் எதிர் உச்சியிலும் உள்ள 
கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° ஆகுமெ�னக் கண்டோ�ோமல்லவாா.

முதல் படத்தைைப் பாார்க்கலாாம். வட்டம் CD யைை வெ�ட்டிச் செெல்கின்ற புள்ளியைையும் A யைையும் 
இணை�த்தாால் நாான்கு உச்சிகளும் வட்டத்திலாான ஒரு நாாற்கரம் கிடைைக்கும்.

இப்போ�ோது, A, B, C, E இவைையெ�ல்லாாம் ஒரு வட்டத்திலுள்ள புள்ளிகளாானதாால்,

∠B + ∠AEC = 180°         (1)

இதில் ∠AEC என்பது, AED என்ற முக்கோ�ோணத்தில், E இன் வெ�ளிக்கோ�ோணமாாகும். அப்போ�ோது

∠AEC = ∠D + ∠EAD   

இதிலிருந்து

∠D < ∠AEC            (2)

என்று காாணலாாமல்லவாா. இங்கு (1), (2) என அடைையாாளப்படுத்திய இயற்கணித வாாக்கியங்களின் 
பொ�ொருளைைச் சிந்தித்தாால்,

∠B + ∠D < 180° எனக் காாண்பது கடினமல்ல.
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அப்போ�ோது நாான்காாவது உச்சி வட்டத்திற்கு வெ�ளியே� எனில் அந்த உச்சியிலும் எதிர் உச்சியிலும் 
உள்ள கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° ஐவிடக் குறைைவாாக இருக்கும். 

இனி இரண்டாாவது படத்தில் CD ஐ நீட்டி,  அது  
வட்டத்தில் வெ�ட்டுகின்ற புள்ளியைையும்  

A யைையும் இணை�க்கலாாம்:       

இதில்

∠B + ∠E = 180°             (3)
எனக் காாணலாாம். மற்றும் AED என்ற 
முக்கோ�ோணத்திலிருந்து

∠ADC = ∠E + ∠EAD
எனக் காாணலாாம். அப்போ�ோது

∠ADC > ∠E              (4)
(3), (4) என்ற சமன்பாாடுகளிலிருந்து

∠B + ∠ADC > 180°
எனப் பாார்க்கலாாமல்லவாா.
எனவே� நாான்காாவது உச்சி வட்டத்திற்கு உள்ளே� எனில் அந்த உச்சியிலும் எதிர் உச்சியிலும் 
உள்ள கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° ஐவிடக் கூடுதல்.

ஒரு நாாற்கரத்தின் மூன்று உச்சிகளின் வழியாாக வரைையப்படுகின்ற வட்டத்திற்கு வெ�ளியே� 
நாான்காாவது உச்சி எனில் அந்த உச்சி, அதன் எதிர் உச்சி இவற்றின் கோ�ோணங்களின் 
தொ�ொகைை 180° ஐ விடக் குறைைவு; உள்ளே� எனில், தொ�ொகைை 180° ஐவிடக் கூடுதல் ஆகும்.

இனி ABCD என்ற ஒரு நாாற்கரத்தில் ∠B + ∠D = 180° எனில், A, B, C என்ற புள்ளிகளின் 
வழியாாகக் கடந்து செெல்லும் வட்டம் வரைைக.

D வட்டத்திற்கு வெ�ளியே� ஆகுமாா ? வெ�ளியே� எனில், ∠B, ∠D இவற்றின் தொ�ொகைை 180° ஐ 
விடக்குறைைவாாக வே�ண்டுமல்லவாா. அப்படியெ�னில் வட்டத்திற்கு வெ�ளியே� அல்ல.

D உள்ளே�யாா ? உள்ளே� எனில், ∠B, ∠D இவற்றின் தொ�ொகைை 180° ஐ விடக் கூடுதலாாகுமல்லவாா. 
அப்படியெ�னில் வட்டத்திற்கு உள்ளே�யுமல்ல.

வெ�ளியே�யும் உள்ளே�யுமல்லாாததினாால், D வட்டத்தில்தாான் உள்ளது.

அதாாவது,

ஒரு நாாற்கரத்தின் எதிர்கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° எனில், நாான்கு மூலைைகளின் 
வழியாாகக் கடந்து செெல்லும் வட்டம் வரைையலாாம்.

Polygon  டூல் பயன்படுத்தி ஒரு 
நாாற்கரம் ABCD வரைைக. Circle 
through 3 points டூல் பயன்படுத்தி 

A, B, C என்ற புள்ளிகள் வழியாாகக் கடந்துச் 
செெல்லும் வட்டம் வரைைக. நாாற்கரத்தின் 
கோ�ோணங்களைை அடைையாாளப்படுத்தவும். 
∠D, ∠B என்பனவற்றைைக் கவனிக்கவும். D 
என்ற புள்ளியைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும். D என்ற 
புள்ளி வட்டத்திற்கு வெ�ளியே� இருக்கும்போ�ோது 
இந்த கோ�ோண அளவுகளுக்கு இடைையே�யாான 
தொ�ொடர்பு என்ன? வட்டத்திற்கு உள்ளே� 
இருந்தாால்? வட்டத்தில் இருந்தாால் ?
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நாான்கு உச்சிகளின் வழியாாகக் கடந்து செெல்லும் வட்டம் வரைைய இயலும் நாாற்கரம் என்பதைைச் 
சுருக்கி வட்ட நாாற்கரம் (Cyclic quadrilateral) எனக் கூறலாாம். இப்போ�ோது பாார்த்ததின்படி, 
எதிர்கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° உள்ள நாாற்கரங்களைை வட்ட நாாற்கரம் எனக் கூறலாாம்.

செெவ்வகங்கள் எல்லாாம் வட்ட நாாற்கரங்களல்லவாா. 

இருசமபக்க சரிவகங்கள் வட்ட நாாற்கரங்கள் ஆகும் என நிரூபிக்கலாாம். இந்தப் படத்தைைப் 
பாார்க்கவும்:

ABCD ஒரு இருசமபக்க சரிவகம். அப்போ�ோது
∠A = ∠B

மட்டுமல்ல, AB யும் CD யும் இணை�யாானதாால்
∠A + ∠D = 180°

இந்த இரண்டு சமன்பாாடுகளிலிருந்தும்
∠B + ∠D = 180°

எனப் பாார்க்கலாாமல்லவாா. அதாாவது, ABCD வட்ட நாாற்கரமாாகும்.

(1)	 படத்தில் நாாற்கரத்தின் கோ�ோணங்களைையும் மூலைைவிட்டங்களுக்கு 
இடைையிலுள்ள கோ�ோணங்களைையும் கணக்கிடுக:

(2) 	ஒரு வட்ட நாாற்கரத்தில் எந்த உச்சியிலும் உள்ள வெ�ளிக்கோ�ோணம், எதிர் 
உச்சியிலுள்ள உட்கோ�ோணத்திற்குச் சமம் எனத் நிரூபிக்கவும்.
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(3) 	செெவ்வகமல்லாாத இணை�கரங்கள் வட்ட நாாற்கரங்கள் அல்ல என நிரூபிக்கவும்.

(4) 	 இருசமபக்க சரிவகங்கள் அல்லாாத சரிவகங்கள் வட்ட நாாற்கரங்கள் அல்ல என 
நிரூபிக்கவும்.

(5)	 கீழே�யுள்ள முதல் படத்தில், உச்சிகளெ�ல்லாாம் ஒரு வட்டத்தில் ஆன சமபக்க முக்கோ�ோணம் 
வரைைந்து அதன் இரண்டு உச்சிகள் வட்டத்தில் ஒரு புள்ளியுடன் இணை�க்கப்பட்டுள்ளது. 
இரண்டாாவது படத்தில் உச்சிகளெ�ல்லாாம் ஒரு வட்டத்தில் ஆன சதுரம் வரைைந்து, அதன் 
இரு உச்சிகள் வட்டத்தில் ஒரு புள்ளியுடன் இணை�க்கப்பட்டுள்ளது. 

	 இரண்டிலும் அடைையாாளப்படுத்தப்பட்ட கோ�ோணத்தைைக் கணக்கீடு செெய்யவும்.

(6)	 (i)	 படத்தில் வட்டங்கள் P, Q என்ற புள்ளிகளில் வெ�ட்டிச் செெல்கின்றது. இந்தப் புள்ளிகளின் 
வழியாாக உள்ள இரண்டு கோ�ோடுகள் வட்டங்களுடன் A, B, C, D என்ற புள்ளிகளில் 
வெ�ட்டுகிறது.  AC, BD என்ற கோ�ோடுகள் இணை�யாானது அல்ல. இந்தக் கோ�ோடுகள் 
ஒரேே நீளமுடைையவைை எனில், ABDC வட்ட நாாற்கரம் என நிரூபிக்கவும்.
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	 (ii)	 படத்தில் இடதுபக்க  வலதுபக்க வட்டங்கள் நடுவிலுள்ள வட்டத்தைை வெ�ட்டிச் 
செெல்கின்ற புள்ளிகள் P, Q, R, S; இவைை இணை�க்கின்ற கோ�ோடுகள்; இடதுபக்க 
வலதுபக்க வட்டங்களுடன் A, B, C, D என்ற புள்ளிகளில்  வெ�ட்டிச் செெல்கிறது. 

ABDC ஒரு வட்ட நாாற்கரம் என நிரூபிக்கவும்.

		

 (7) 	படத்தில் ABCD என்ற நாாற்கரத்தின் கோ�ோணங்களின் இருசம வெ�ட்டிகள் 
ஒன்றைையொ�ொன்று வெ�ட்டிச் செெல்கின்ற புள்ளிகள் P, Q, R, S

	

	 PQRS வட்ட நாாற்கரம் ஆகும் என நிரூபிக்கவும்.

	 (குறிப்பு : PCD என்ற முக்கோ�ோணத்தின், RAB என்ற முக்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணங்களின் 
தொ�ொகைையைைப் பாார்க்கவும்).
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(8) 	கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ள முதல் படத்தில் ABC என்ற முக்கோ�ோணத்தில் BC, CA, AB 

என்ற பக்கங்களில் P, Q, R என்ற புள்ளிகளைை அடைையாாளப்படுத்தி, AQR, BRP என்ற 
முக்கோ�ோணங்களின் சுற்று வட்டங்கள் வரைையப்பட்டுள்ளன; அவைை முக்கோ�ோணத்தினுள் 

S என்ற புள்ளியின் வழியாாக வெ�ட்டிச் செெல்கின்றது.

	 இரண்டாாவது படத்தைைப்போ�ோல், CPQ என்ற முக்கோ�ோணத்தின் சுற்றுவட்டமும் S இன் 
வழியாாக கடந்து செெல்கிறது என நிரூபிக்கவும்.

	 (குறிப்பு: முதல் படத்தில் PS, QS, RS இணை�த்து, S இல் உருவாாகும் மூன்று கோ�ோணங்களுக்கு 
∠A, ∠B, ∠C இவற்றுடன் உள்ள தொ�ொடர்பைைக் கண்டுபிடிக்கவும்).
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இயற்கணித வடிவம்
ஒரு குறிப்பிட்ட விதிமுறைைக்கு ஏற்ப, எண்களைை ஒன்றாாவது, இரண்டாாவது, மூன்றாாவது என 
இவ்வாாறு வரிசைைப்படுத்துவதைையே� ஓர் எண் தொ�ொடர் எனக் கூறுகிறோ�ோம் அல்லவாா; ஒரு தொ�ொடர் 
உருவாாகுவதன் விதியைைக் கூறுவது எவ்வாாறு ?

எடுத்துக்காாட்டாாக 2, 4, 6, ... என்றிவ்வாாறாான இரட்டைை எண்களின் தொ�ொடரைை எவ்வாாறு கூறலாாம்? 
ஒவ்வொ�ொரு இடத்தைையும் குறிப்பிடும் எண்ணின் இரண்டு மடங்கேே அந்த இடத்தின் உறுப்பு. 

இடம் 1 2 3 ...
உறுப்பு 1 × 2 = 2 2 × 2 = 4 3 × 2 = 6 ...

1, 3, 5, ... என்றிவ்வாாறாான ஒற்றைை எண்களின் தொ�ொடர் ஆனாால் ?
ஒவ்வொ�ொரு இடத்தைையும் குறிப்பிடும் எண்ணின் இரண்டு மடங்கிலிருந்து ஒன்று கழித்ததேே 
அந்த இடத்தின் உறுப்பு:

இடம் 1 2 3 ...
உறுப்பு (1 × 2) − 1 = 1 (2 × 2) − 1 = 3 (3 × 2) − 1 = 5 ...

இதைையெ�ல்லாாம் சுருக்கிக் கூறுவதற்கு இயற்கணிதத்தைைப் பயன்படுத்தலாாம் அல்லவாா.
அப்போ�ோது முதல் தொ�ொடரைை இவ்வாாறு கூறலாாம்:

n  ஆவது இடத்திலுள்ள எண் 2n
இரண்டாாவது தொ�ொடர் ?

n  ஆவது இடத்திலுள்ள எண் 2n − 1

பொ�ொதுவாாக ஒரு தொ�ொடரின் உறுப்புகளைை எழுத்துக்களைைப் பயன்படுத்தி எழுதும்போ�ோது, 
உறுப்புகள் ஒவ்வொ�ொன்றைையும் வித்தியாாசமாான எழுத்துக்களாால் குறிப்பிட இயலாாது அல்லவாா. 
அதனாால், ஓர் எழுத்துடன் உறுப்பின் இடத்தைைக் குறிப்பிடும் எண்ணை�யும் சேேர்த்து எழுதுவதேே 

கூட்டுத்தொ�ொடரும்  
இயற்கணிதமும்
கூட்டுத்தொ�ொடரும்  
இயற்கணிதமும்
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வழக்கம். எடுத்துக்காாட்டாாக, ஒன்றாாவது உறுப்பு x1, இரண்டாாவது உறுப்பு x2, மூன்றாாவது 
உறுப்பு x3 என்றிவ்வாாறு தொ�ொடரலாாம். x க்குப் பதிலாாக வே�று எழுத்துக்களைையும் பயன்படுத்தலாாம்.
இதற்கு ஏற்ப, மே�ற்குறிப்பிட்டத் தொ�ொடர்களைை மே�லும் சுருக்கி எழுதலாாம்:

2, 4, 6, ... என்றிவ்வாாறாான இரட்டைை எண்களின் தொ�ொடர் : xn = 2n
1, 3, 5, ... என்றிவ்வாாறாான ஒற்றைை எண்களின் தொ�ொடர் : yn = 2n – 1

இவ்வாாறு ஒரு தொ�ொடரின் இடத்திற்கும் உறுப்பிற்கும் இடைையே�யாான தொ�ொடர்பைை 
இயற்கணிதத்தைைப் பயன்படுத்திக் கூறுவதைைத் தொ�ொடரின் இயற்கணித வடிவம் எனக் கூறலாாம்.

மே�லும் எந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடர்களினுடைையவும் 
இயற்கணித வடிவத்தினை� எழுதுவது எவ்வாாறு எனப் 
பாார்க்கலாாம்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, இந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரைைப் பாார்க்கவும்:

12, 23, 34, ...
இதன் அடுத்த உறுப்பு என்ன ? அதற்கு அடுத்த உறுப்பு ?
இவ்வாாறு ஒவ்வொ�ொன்றாாகப் பாார்க்காாமல் எந்த இடத்திலுள்ள 
உறுப்பைையும் கணக்கிடலாாம் அல்லவாா. 
இதன் 10 ஆவது உறுப்பைைக் கணக்கிடுவது எவ்வாாறு ?
	 (i) 	 தொ�ொடரின் 1 ஆவது உறுப்பு 12
	 (ii) 	 பொ�ொதுவித்தியாாசம் 11
	 (iii) 	1 ஆவது உறுப்பிலிருந்து 10 ஆவது உறுப்பு  

	 வரைையுள்ள இடவித்தியாாசம் 10 − 1 = 9
	 (iv) 	10 ஆவது உறுப்பு 12 + (11 × 9) = 111
இவ்வாாறு எந்த இடத்திலுள்ள உறுப்பைையும் கணக்கிடலாாம் 
அல்லவாா ?
பொ�ொதுவாாக n ஆவது இடத்திலுள்ள உறுப்பைை எவ்வாாறு 
எழுதலாாம் ?
	 (i)	 1 ஆவது உறுப்பிலிருந்து n ஆவது உறுப்புவரைையுள்ள இடவித்தியாாசம் n − 1
	 (ii) 	 n ஆவது உறுப்பு 12 + 11(n − 1)
இதிலுள்ள 11(n − 1) என்பதனை�ச் சற்று மாாற்றி எழுதலாாம்:

11(n − 1) = 11n − 11 
அப்போ�ோது,

12 + 11(n − 1) = 12 + (11n − 11) = 11n + 1
அதாாவது, இந்தத் தொ�ொடரின் இயற்கணித வடிவம்

xn = 11n + 1
இதில் n ஆக 1, 2, 3, ... என்ற எண்களைை எடுத்தாால் x1, x2, x3, ... ஆக அந்தந்த இடங்களிலுள்ள 
உறுப்புகள்  கிடைைக்கும்: 

x1 = (11 × 1) + 1 = 12
x2 = (11 × 2) + 1 = 23
x3 = (11 × 3) + 1 = 34
...................................

பொ�ொது வடிவங்கள்
1, 3, 5, ... என்ற ஒற்றைை எண்களின் 
இயற்கணித வடிவம் xn = 2n − 1 என்று 
கூறலாாமல்லவாா. இதில் n என்பது 
ஒவ்வொ�ொரு உறுப்பினுடைையவும் இடத்தைைக் 
குறிப்பிடுகிறது. அப்போ�ோது n = 1, 2, 3, ... 
என எடுத்தாால் ஒன்றாாவது உறுப்பு 1, 

இராாண்டாாவது உறுப்பு 3, என எல்லாா 
ஒற்றைை எண்களும் கிடைைக்கும்.
ஏழாாம் வகுப்பில் இயற்கணிதம் என்ற 
பாாடத்தில் ஒற்றைை எண்களின் பொ�ொது 
வடிவம்  2n + 1 (n = 0, 1, 2, ...)  எனக் 
கூறப்பட்டுள்ளது. இங்கு n என்பது, ஒற்றைை 
எண்ணை� 2 ஆல் வகுத்தாால் கிடைைக்கும் 
வகுத்தற்பலன் ஆகும். 
அப்போ�ோது n = 0, 1, 2, ... என்றிவ்வாாறு 
எடுத்தாால், 2 ஆல் வகுக்கும்போ�ோது 

வகுத்தற்பலன் 0 உம் மீதி 1 உம் ஆன 1, 

வகுத்தற்பலன் 1 உம் மீதி 1 உம் ஆன 3, 

என்றிவ்வாாறு எல்லாா ஒற்றைை எண்களும் 
கிடைைக்கும்.
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வே�றொ�ொரு எடுத்துக்காாட்டைைப் பாார்ப்போ�ோம். 
4

1  இல் தொ�ொடங்கி, 
2

1  வீதம் கூடுகின்ற கூட்டுத்தொ�ொடர்

, , , , ...
4

1

4

3
1
4

1
1
4

3

இதன் n ஆவது உறுப்பைை எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம் ?

	 (i)	 1 ஆவது உறுப்பு 
4

1

	 (ii) 	 பொ�ொதுவித்தியாாசம் 
2

1

	 (iii) 	1 ஆவது உறுப்பிலிருந்து n ஆவது உறுப்பு வரைையுள்ள இடவித்தியாாசம் n − 1

	 (iv) n ஆவது உறுப்பு n
4

1

2

1
1� �_ i

n
4

1

2

1
1� �_ i  = n n

4

1

2

1

2

1

2

1

4

1� � � �c m
தொ�ொடரின் இயற்கணித வடிவம்

xn = n
2

1

4

1−

முதல் எடுத்துக்காாட்டில் n ஆவது உறுப்பு, n ஐ 11 ஆல் பெெருக்கி 1 கூட்டியதாாகும்;

இரண்டாாவது எடுத்துக்காாட்டில் n ஆவது உறுப்பு, n ஐ 
2

1  ஆல் பெெருக்கி 
4

1  கழித்ததாாகும்;

அதாாவது 
4

1−  கூட்டியதாாகும்.

எந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரிலும் n ஆவது உறுப்பு, n ஐ ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணாால் பெெருக்கி, ஒரு 
குறிப்பிட்ட எண்ணை�க் கூட்டியதல்லவாா?
பொ�ொதுவாாக ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதலாாவது உறுப்பு f எனவும், பொ�ொதுவித்தியாாசம் d 
எனவும் எடுக்கலாாம். n ஆவது உறுப்பு, முதலாாவது உறுப்பாான f உடன் n − 1 தடவைை 
பொ�ொதுவித்தியாாசமாாகிய d கூட்டியதல்லவாா; 
அதாாவது n ஆவது உறுப்பு

ƒ + d(n − 1) = dn + (f − d)
அதாாவது n ஐ d ஆல் பெெருக்கி, f − d கூட்டியதேே n ஆவது உறுப்பு
அப்போ�ோது பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம் ?

எந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரிலும், இடமதிப்பைை ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணாால் பெெருக்கி, ஒரு 
குறிப்பிட்ட எண்ணை�க் கூட்டினாால் அந்த இடத்தின் உறுப்பு கிடைைக்கும். அதாாவது, எந்தக் 
கூட்டுத்தொ�ொடரினுடைையவும் இயற்கணித வடிவம்

xn = an + b

எந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரினுடைையவும் இயற்கணித வடிவம்

xn = an + b

என்பதாாகும்; இதில் a, b இவைை குறிப்பிட்ட எண்களாாகும்

இதில் n ஆக 1, 2, 3, ... என்றிவ்வாாறு எண்ணல் எண்களைை எடுத்தாால் தொ�ொடரின் உறுப்புகள்

a + b, 2a + b, 3a + b, ...
எனக் கிடைைக்கும் அல்லவாா: இதைை வே�றொ�ொரு விதமாாகக் கூறலாாம்.



கணிதம் (Mathematics) பகுதி - I

62

X

1, 2, 3, ... என்ற எண்ணல் எண்களின் தொ�ொடரிலுள்ள உறுப்புகளைையெ�ல்லாாம் ஒரு 
குறிப்பிட்ட எண்ணாால் பெெருக்கி, ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணை�க் கூட்டிக் கிடைைப்பதேே எந்தக் 
கூட்டுத்தொ�ொடரிலும் உள்ள உறுப்புகள்.

இவ்வாாறு கிடைைக்கும் கூட்டுத்தொ�ொடரில், எண்ணல் எண்களைையெ�ல்லாாம் பெெருக்குகின்ற 
குறிப்பிட்ட எண்ணே� பொ�ொதுவித்தியாாசம்.

இதைைப் பயன்படுத்தி, ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் இயற்கணித வடிவத்தினை� எளிதில் 
கண்டுபிடிக்கலாாம். எடுத்துக்காாட்டாாக 

2

1  இல் தொ�ொடங்கி, தொ�ொடர்ச்சியாாக 
3

1  ஐக் கூட்டிக் கிடைைக்கும் 
கூட்டுத்தொ�ொடரைைப் பாார்க்கலாாம்:

2

1 , 
6

5 , 
6

7 , ...

பொ�ொதுவித்தியாாசம் 
3

1  ஆனதாால், எண்ணல் எண்களைையெ�ல்லாாம் 
3

1  ஆல் பெெருக்கி, ஒரு 
குறிப்பிட்ட எண்ணை�க் கூட்டியதேே இந்தத் தொ�ொடரிலுள்ள உறுப்புகள்.

கூட்டப்பட்ட எண் எது ?

3

1  உடன் இந்த எண்ணை�க் கூட்டியது அல்லவாா முதல் உறுப்பு

முதல் உறுப்பாாகிய 
2

1  கிடைைப்பதற்கு, 
3

1  உடன் எந்த எண்ணை�க் கூட்ட வே�ண்டும் ?

2

1

3

1

6

1� �

அப்போ�ோது எண்ணல் எண்களைையெ�ல்லாாம் 
3

1  ஆல் பெெருக்கி, 
6

1  கூட்டியதேே இந்தத் தொ�ொடரிலுள்ள 
உறுப்புகள்; 

அதாாவது
xn = n

3

1

6

1+

ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் இயற்கணித வடிவத்தில் 
இருந்து தொ�ொடரைைக் குறித்துப் பல தகவல்களைைப் 
புரிந்துகொ�ொள்ளலாாம். 

எடுத்துக்காாட்டாாக, மே�லே� கூறப்பட்டுள்ள தொ�ொடரின் 
இயற்கணித வடிவம்

xn = n n
3 6

1

6

2 1� � �

என்று எழுதலாாம் அல்லவாா.

n எந்த எண்ணல் எண் ஆனாாலும் 2n + 1 ஒற்றைை எண் 
ஆகும்; பகுதி ஓர் இரட்டைை எண்ணும்; அதனாால் n

6

2 1+
 

என்ற பின்ன எண்கள் ஒன்றிலும், தொ�ொகுதி பகுதியின் 
மடங்கு அல்ல. அதாாவது, இந்தத் தொ�ொடரிலுள்ள உறுப்புகள் 
ஒன்றும் எண்ணல் எண்களல்ல.

விதிமுறைைகளின் மொ�ொழி
ஒரு தொ�ொடரின் உறுப்புகளைைக் கண்டுபிடிக்க 
வே�ண்டுமெ�னில், அத்தொ�ொடரின் விதி 
முறைைகள் தெெளிவாாக இருக்கவே�ண்டும் 
எனப் பாார்த்தோ�ோம். இந்த விதிமுறைையைை 
இயற்கணிதத்தில் குறிப்பிடுவதற்கு உரிய 
எடுத்துக்காாட்டுகளைையும் பாார்த்தோ�ோம். 
ஆனாால், சில தொ�ொடர்களின் விதிமுறைைகளைை 
இயற்கணித வடிவில் எழுத இயலாாது.
எடுத்துக்காாட்டாாக 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 
... எனத் தொ�ொடர்கின்ற பகாா எண்களின் 
தொ�ொடரில் ஒரு குறிப்பிட்ட இடத்திலுள்ள 
உறுப்பைைக் கண்டுபிடிப்பதற்காான 
இயற்கணித சொ�ொற்றொ�ொடர் இதுவரைை 
கண்டுபிடிக்கவில்லைை. 
அதைைப்போ�ோன்று, π இன் தசம வடிவத்தில் 
இருக்கும் 3, 1, 4, 1, 5, 9, ... என்ற தொ�ொடரிலும் 
ஒரு குறிப்பிட்ட இடத்திலுள்ள உறுப்பைைக் 
கண்டுபிடிப்பதற்கு உரிய இயற்கணிதச் 
சொ�ொற்றொ�ொடர் எதுவுமில்லைை. இத்தகைைய 
சூழல்களில், தொ�ொடரின் விதிமுறைையைை எளிய 
மொ�ொழியில் கூறத்தாான் இயலும்.
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(1) கீழே� தரப்பட்டுள்ள கூட்டுத்தொ�ொடர்களின் இயற்கணித வடிவத்தைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

	 (i) 1, 6, 11, 16, ...	 (ii) 2, 7, 12, 17, ...	 (iii) 21, 32, 43, 54, ...

	 (iv) 19, 28, 37, ...	  (v) , , ,
2

1
1 1 2 2

2

1 , ...	 (vi) , , , ...
6

1

3

1

2

1

(2)	 சில கூட்டுத்தொ�ொடர்களின் இரண்டு இடங்களிலுள்ள உறுப்புகள் கீழே� தரப்பட்டுள்ளது. 
ஒவ்வொ�ொன்றினுடைையவும் இயற்கணித வடிவத்தைை எழுதவும்.

	 (i) 	 1 ஆவது உறுப்பு 5 	 (ii) 	 1 ஆவது உறுப்பு 5 			 
			  10 ஆவது உறுப்பு 23 	  	 7 ஆவது உறுப்பு 23	    	
	 (iii) 	 5 ஆவது உறுப்பு 10 	 (iv) 	 8 ஆவது உறுப்பு 2
			  10 ஆவது உறுப்பு 5  		  12  ஆவது  உறுப்பு 8

(3) 	 முதல் உறுப்பு 
3

1  உம், பொ�ொதுவித்தியாாசம் 
6

1  உம் ஆன கூட்டுத்தொ�ொடரில் 
அனை�த்து எண்ணல் எண்களும் உள்ளன எனத் தெெளிவுபடுத்தவும்.

(4) 	முதல் உறுப்பு 
3

1  உம், பொ�ொதுவித்தியாாசம் 
3

2  உம் ஆன கூட்டுத்தொ�ொடரில் எல்லாா 
ஒற்றைை எண்களும் உள்ளன என்றும், இரட்டைை எண் ஒன்றுகூட இல்லைை எனவும் 
தெெளிவுபடுத்தவும்.

(5) 	4, 7, 10, ... என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரில் உள்ள அனை�த்து உறுப்புகளின் வர்க்கங்களும் 
இத்தொ�ொடரிலே�யே� உள்ளன எனத் தெெளிவுபடுத்தவும்.

(6) 	 5, 8, 11, ... என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரில் முழுவர்க்கங்கள் ஒன்றும் இல்லைை எனத் 
தெெளிவுபடுத்தவும்.

மே�லும் 
2

1  இல் தொ�ொடங்கி 
4

1  வீதம் கூட்டுகின்ற கூட்டுத்தொ�ொடர் ஆனாால் ?

இதன் இயற்கணித வடிவம்
xn = n

4 4

1+

எனக் காாணலாாம் அல்லவாா: இதைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:
xn = n

4

1+

இதில் n ஆக, 3, 7, 11, ... என்றெ�ல்லாாம் எடுத்தாால்
x3 = 1

x7 = 2

x11 = 3
...............

என்றெ�ல்லாாம் கிடைைக்கும். அதாாவது, எல்லாா எண்ணல் எண்களும் இந்தத் தொ�ொடரின் உறுப்புகள் 
ஆகும். 
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தொ�ொகைைகள்
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

செெவ்வகத்தில் மொ�ொத்தம் எத்தனை� பொ�ொட்டுகள் உள்ளன ?

ஒவ்வொ�ொன்றாாக எண்ண வே�ண்டிய தேேவைையில்லைை அல்லவாா. 
ஒவ்வொ�ொரு வரிசைையிலும் 11, அவ்வாாறு

11 × 10 = 110

இந்த முக்கோ�ோணத்தில் எத்தனை� பொ�ொட்டுகள் உள்ளன ?

ஒவ்வொ�ொன்றாாக எண்ணி எடுக்கலாாம்:

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 55

இதற்கும் ஏதேேனும் எளிய வழிமுறைை உள்ளதாா ?

இதனை�ச் செெவ்வகமாாக்கினாால் ?

அதற்கு இதைைப்போ�ோன்ற வே�றொ�ொரு முக்கோ�ோணம் உருவாாக்கவும்:

இரட்டைை எண்களின் தொ�ொடரிலுள்ள உறுப்புகளின் வர்க்கங்கள் எல்லாாம் அந்தத் 
தொ�ொடரிலியே� இருக்கும் அல்லவாா (ஏன் ?). 

மற்ற அடுக்குகள் ?

ஒற்றைை எண்களின் தொ�ொடர் ஆனாால் ?

வே�று ஏதேேனும் தொ�ொடரிலுள்ள, உறுப்புகளின் எல்லாா அடுக்குகளும் அந்தத் தொ�ொடரின் 
உறுப்புகள் ஆகுமாா ?
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இதைைத் தலைைகீழாாக, முதல் முக்கோ�ோணத்துடன் இவ்வாாறு சேேர்த்துவைைக்கவும்:

இந்தச் செெவ்வகத்தில், முன்னர் பாார்த்ததைைப்போ�ோன்று, 11 × 10 = 110 பொ�ொட்டுகள் உள்ளன. 

ஒரு முக்கோ�ோணத்தில் ?

110 இன் பாாதி 55

படத்தைைப் பயன்படுத்திச் செெய்ததைை எண்கள் மட்டும் 
பயன்படுத்தியும் எழுதலாாம்:

s = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9+ 10

என எடுக்கலாாம். இதைைத் திருப்பி எழுதினாால்

s = 10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1

ஒரேே இடத்திலுள்ள எண்களைைக் கூட்டினாால் ?

2s = 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11 = 110

அப்போ�ோது

s = 110 ÷ 2 = 55

இதைைப் போ�ோன்று 1 முதல் 100 வரைையுள்ள எண்ணல் 
எண்களைைக் கூட்டலாாம் அல்லவாா.

	 s 	= 	     1 +   2 +   3 + ··· + 98 + 99 + 100

	 s 	= 	 100 + 99 + 98 + ··· +   3 +   2 +     1

ஒரேே இடத்திலுள்ள எண்களைைக் கூட்டினாால்,

   100 எண்ணிக்கைை

	 2s	 =	 101 + 101 + ··· + 101 + 101

		  =	 101 × 100

ஒரு கணிதக் கதைை
கௌ�ௌஸ் என்ற கணித மே�தைையைைக் 
குறித்துக் கேேட்டிருக்கிறோ�ோம் அல்லவாா? 
சிறுவனாாக இருக்கும்போ�ோதேே கணிதத்தில் 
அசாாதாாரணத் திறனை� வெ�ளிப்படுத்தியவர். 
அதனை�க் குறித்து ஒரு கதைை உள்ளது. 

கௌ�ௌஸிற்கு பத்து வயது. வகுப்பில் 
ஆசிரியர், மாாணவர்களைைக் கட்டுப் 
படுத்துவதற்கு ஒன்று முதல் நூறு 
வரைையுள்ள எண்களைையெ�ல்லாாம் கூட்டி 
அதன் தொ�ொகைையைைக் கண்டுபிடிக்குமாாறு 
கூறினாார். சிறுவனாான கௌ�ௌஸ் மிக 
வே�கமாாக விடைையைைக் கூறினாார்: 5050. 

இவ்வாாறு விளக்கமளிக்கவும் செெய்தாார்: 

1 உம் 100 உம் 101; அதைைப்போ�ோன்று 2 

உம் 99 உம் 101; இவ்வாாறு 50 ஜோ�ோடிகள்

மொ�ொத்தத் தொ�ொகைை

101  × 50 = 5050
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இதிலிருந்து

s = 
2

1  × 100 × 101 = 5050

100 க்குப் பதிலாாக வே�று எந்த எண்ணாாக இருந்தாாலும், இதேே முறைையில் தொ�ொகைையைைக் கண்டுபிடிக்கலாாம். அதாாவது

ஒன்று முதல் தொ�ொடர்ச்சியாான சில எண்ணல் எண்களின் தொ�ொகைை கடைைசி எண்ணுக்கும் 
அதன் அடுத்த எண்ணுக்கும் உரிய பெெருக்கற்பலனின் பாாதி ஆகும்.

இயற்கணித மொ�ொழியில் கூறினாால்
1 + 2 + 3 + ··· + n =  

2

1 n(n + 1)

இதைைப் பயன்படுத்திப் பிற கூட்டுத்தொ�ொடர்களில் உள்ள உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைையும் 
கணக்கிடலாாம். எடுத்துக்காாட்டாாக 2, 4, 6, ..., 100 என்றிவ்வாாறுள்ள இரட்டைை எண்களின் 
தொ�ொகைையைைப் பாார்ப்போ�ோம்.  

இந்தத் தொ�ொகைையைை இவ்வாாறு எழுதலாாம் அல்லவாா.
2 + 4 + 6 + ··· + 100 = 2(1 + 2 + 3 + ··· +50)

முன்னர் கண்டதைைப்போ�ோல,
1 + 2 + 3 + ··· + 50 =  

2

1  × 50 × 51

எனக் கண்டோ�ோம் அல்லவாா, அப்போ�ோது
2 + 4 + 6 + ··· + 100 = 2 × 

2

1  × 50 × 51 = 2550

எனக் கணக்கிடலாாம்.

பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால், முதல் n இரட்டைை எண்கள்
2, 4, 6, ..., 2n

இவற்றின் தொ�ொகைை
2 + 4 + 6 + ··· + 2n = 2 × 

2

1  × n(n + 1) = n(n + 1)

2 இன் மடங்குகளாான 2, 4, 6, ... என்ற தொ�ொடருக்குப் பதிலாாக, 3 இன் மடங்குகளாான 3, 6, 9, ... 
என்ற தொ�ொடர் ஆனாால் ?

இந்தத் தொ�ொடரின் முதல் n உறுப்புகள்
3, 6, 9, ..., 3n

இவற்றின் தொ�ொகைை
	 3 + 6 + 9 + ··· + 3n	=	3(1 + 2 + 3 + ··· + n)

		 =	3 × 
2

1 n(n+1)

		 =	
2

3 n(n + 1)

இதைைப்போ�ோன்று 4 இன் மடங்குகள் மற்றும் 5 இன் மடங்குகளின் தொ�ொகைைகளைையெ�ல்லாாம் 
கண்டுபிடிக்கலாாம் அல்லவாா. செெய்து பாார்க்கவும்:
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முதல் n ஒற்றைை எண்களின் தொ�ொகைையைைப் பாார்ப்போ�ோம்.

முதலில் ஒற்றைை எண்களின் தொ�ொடரைை இயற்கணித வடிவில் எழுதலாாம். 

இது 1 இல் இருந்து தொ�ொடங்கி, 2 வீதம் கூட்டிக் கிடைைக்கும் கூட்டுத்தொ�ொடர் அல்லவாா. 
அப்போ�ோது n ஆவது ஒற்றைை எண்ணை� xn என எழுதினாால்

xn = 1 + (2 × (n − 1)) = 2n − 1

இதில் n = 1, 2, 3, ... என இவ்வாாறு வரிசைைப்படுத்தினாால், ஒற்றைை எண்களின் தொ�ொடர் கிடைைக்கும். 

அப்போ�ோது இந்தத் தொ�ொடரைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

	 x1	 =	 (2 × 1) − 1
	 x2	 =	 (2 × 2) − 1

...........................
	 xn 	=	 (2 × n) − 1
இவற்றைையெ�ல்லாாம் மே�லிருந்து கீழாாகக் கூட்டினாால்?

	 x1 + x2 + ··· + xn	=	 ((2 × 1) + (2 × 2) + ··· + (2 × n)) − (1 + 1 + ··· + 1) 

		 =	 2(1 + 2 + ··· + n) − n

இதில் 1 + 2 + ... + n ஐ முதலில் கணக்கிட்டோ�ோம் அல்லவாா.

	 1 + 2 + ··· + n	=	  
2

1  n(n + 1) 

	 x1 + x2 + ··· + xn	= 	(2 × 
2

1 n(n + 1)) − n

		 =	 n(n + 1) − n  

		 =	 n2 + n − n = n2

எனக் காாணலாாம்.

அதாாவது, 1 முதல் தொ�ொடர்ச்சியாான ஒற்றைை எண்களின் தொ�ொகைை, எண்களின் எண்ணிக்கைையின் 
வர்க்கம் ஆகும். 

இதைைப்போ�ோன்று எந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரினுடைையவும் தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடலாாம். 

எந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரும்	

	 xn	=	 an + b

என்ற வடிவத்தில் அல்லவாா. இதில் முதல் n உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைைக் கணக்கிட, n = 1, 
2, 3, ...  என எழுதி கூட்டலாாம்.
	 x1	=	 a + b

	 x2 	= 	2a + b

	                                                                    .....................

	 xn	=	 na + b

n எண்ணிக்கைை



கணிதம் (Mathematics) பகுதி - I

68

X

n எண்ணிக்கைை

	 x1 + x2 + ··· + xn	=	(a + 2a + ··· + na) + (b + b + ··· + b)

		 =	a(1 + 2 + ··· + n) + nb

		 =	
2

1 an(n + 1) + nb

	 ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் இயற்கணித வடிவம்

xn = an + b

	 எனில், அதன் முதல் n உறுப்புகளின் எண்ணிக்கைை

x1 + x2 + ··· + xn = 
2

1 an(n + 1) + nb

எடுத்துக்காாட்டாாக,

1, 4, 7, ...

என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் 100 உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைையைைக் கண்டுபிடிக்கலாாம். இத்தொ�ொடரின்
இயற்கணித வடிவம்

xn = 3n − 2

அப்போ�ோது 100 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை

3 × 
2

1  × 100 × 101 − (2 × 100) = 14950

பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால், இத்தொ�ொடரில் முதல் n உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைை

3 × 
2

1 n(n + 1) − 2n = 3 × 
2

1 n2 + n
2

3  − 2n = 
2

1 (3n2 − n)

கூட்டுத்தொ�ொடரின் தொ�ொகைையைை வே�றொ�ொரு முறைையிலும் 
கணக்கிடலாாம். அதற்குத் தொ�ொகைையின் இயற்கணித 
வடிவத்தைைச் சற்று மாாற்றி எழுதலாாம்:

	
2

1 an(n + 1) + bn	 =	
2

1 n(a(n + 1) + 2b)

		  =	
2

1 n(an  + a + 2b)

		  =	
2

1 n ((an + b) + (a + b))

இதில் an + b என்பது, தொ�ொடரின் n ஆவது உறுப்பாான xn உம், a + b என்பது தொ�ொடரின் 1 ஆவது 
உறுப்பாான x1 உம் அல்லவாா. 

ஒரு தொ�ொடரின் உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைையைைக் காாண்பதற்கு 
sum என்ற கட்டளைையைைப் 

பயன்படுத்தலாாம்.

L=Sequence(n^2,n,1,10) என 

input கட்டளைை கொ�ொடுத்தாால் L என்ற 
பெெயரில் முதல் பத்து எண்களின் 
வர்க்கங்களின் தொ�ொடர் கிடைைக்கும். 

sum(L)  என்ற கட்டளைையைைக் 
கொ�ொடுத்தாால் இந்த எண்களின் தொ�ொகைை 
கிடைைக்கும். sum(n^2,n,1,10) என்ற 
கட்டளைையைை நேேரடியாாகக் கொ�ொடுத்தாாலும் 
போ�ோதுமாானதாாகும். 

5, 8, 11, ... என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் 

20 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை கிடைைப்பதற்கு 
sum(3n + 2,n,1,20) எனக் கொ�ொடுத்தாால் 
போ�ோதுமாானதாாகும். இந்தத் தொ�ொடரின் 

10 முதல் 20 வரைையுள்ள எண்களின் 
தொ�ொகைை வே�ண்டுமெ�னில் sum(3n + 
2,n,10,20) எனக் கொ�ொடுக்க வே�ண்டும்.
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அப்போ�ோது

x1, x2, x3, ... என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் n உறுப்புகளின் தொ�ொகைை

x1 + x2 + ··· + xn = 
2

1 n(x1+ xn)

எளிய மொ�ொழியில் கூறினாால்,

ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரில் தொ�ொடர்ச்சியாான சில உறுப்புகளின் தொ�ொகைை, முதல் மற்றும் கடைைசி 
உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைை உறுப்புகளின் எண்ணிக்கைையாால் பெெருக்கியதன் பாாதி ஆகும்.

இவற்றிற்கு ஏற்ப, 1, 4, 7, ... என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் 100 உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைைக் 
கணக்கிட முதலில் 100 ஆவது உறுப்பைைக் கணக்கிடவும்.

1+ (3 × 99) = 298

இனி முதல் 100 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை

2

1  × 100 × (1 + 298) = 14950

எனக் கணக்கிடலாாம்.

எந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரிலும் முதல் n உறுப்புகளின் தொ�ொகைைக்குப் பொ�ொதுவாான ஓர் இயற்கணித 
வடிவம் உள்ளது. இதைைக் காாண்பதற்குத் தொ�ொகைையைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

2

1 an(n + 1) + bn = 
2

1 an2 + a b n
2

1 +c m

இதில் 
2

1 a  உம் 
2

1 a + b  உம் தொ�ொடருடன் தொ�ொடர்புள்ள குறிப்பிட்ட எண்கள் அல்லவாா. அப்போ�ோது 
தொ�ொகைை, n2 ஐயும் n ஐயும் குறிப்பிட்ட எண்களாால் பெெருக்கிக் கூட்டியது ஆகும்.

எந்தக் கூட்டுத்தொ�ொடரிலும் முதல் n உறுப்புகளின் தொ�ொகைையின் இயற்கணித வடிவம்

pn2 + qn

என்பதாாகும்; இதில் p, q குறிப்பிட்ட எண்களாாகும்.

எடுத்துக்காாட்டாாக,

3, 10, 17, ...

என்றக் கூட்டுத்தொ�ொடரின் இயற்கணித வடிவம்

7n − 4

எனக் காாண்பது கடினம் அல்ல. இதன் முதல் n உறுப்புகளின் தொ�ொகைை ?

2

1  × 7 × n(n + 1) − 4n = 
2

1 (7n2 + 7n − 8n) = 
2

1 (7n2 − n)
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விளக்கமாாகக் கூறினாால், 
2

1 (7n2 − n) என்ற இயற்கணித 
வாாக்கியத்தில், n = 1 என எடுத்தாால், நமது கூட்டுத்தொ�ொடரின் 
முதல் உறுப்பாான 3 கிடைைக்கும்; 

n = 2 என எடுத்தாால், இந்தத் தொ�ொடரின் முதல் இரண்டு 
உறுப்புகளின் தொ�ொகைையாான 13 உம், 

n = 3 என எடுத்தாால் முதல் மூன்று உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைையாான 30 உம் கிடைைக்கும்.

அப்போ�ோது, மாாறாாக ஒரு வினாா: 

ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் n உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைை

3n2 + n

ஆகும். தொ�ொடரைைக் கண்டுபிடிக்கலாாமாா ?

இவ்வாாறு சிந்திக்கலாாம்:

	 (i)	 தொ�ொகைையின் இயற்கணித வடிவத்தில்  

n = 1 என எடுத்தாால் முதல் உறுப்பு 
கிடைைக்கும்.

	 (ii)  	 (3 × 12) + 1 = 4

	 (iii)	 தொ�ொகைையின் இயற்கணித வடிவத்தில்  

n = 2 என எடுத்தாால் முதல் இரண்டு 
உறுப்புகளின் தொ�ொகைை கிடைைக்கும்.

	 (iv)	 முதல் இரண்டு உறுப்புகளின் தொ�ொகைை  

(3 × 22) + 2 = 14

	 (v) 	 இதிலிருந்து முதல் உறுப்பைைக் கழித்தாால் 
இரண்டாாவது உறுப்பு கிடைைக்கும்.

	 (vi)	 இரண்டாாவது உறுப்பு 14 − 4 = 10

	 (vii)	 தொ�ொடர் 4, 10, 16, ...

	 (viii)	இதன் இயற்கணித வடிவம் xn = 6n – 2

ஒரு தொ�ொடரின் இயற்கணித 
வடிவம் தெெரிந்தாால், அதன் 
தொ�ொடர்ச்சியாான சில உறுப்பு 

களின் தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடுவதற்கு 
பைைத்தாான் மொ�ொழியில் sum பயன் 
படுத்தலாாம். எடுத்துக்காாட்டாாக முதல் 
நூறு முழுவர்க்கங்களின் தொ�ொகைையைைக் 
கணக்கிடுவதற்கு

sum(x**2 for x in range(1,101))

என எழுதினாால் போ�ோதும்

வர்க்கங்களின் தொ�ொகைை
(x + 1)2 = x2 + 2x + 1 என்ற முற்றொ�ொருமைையைைப் 
பாார்த்திருக்கிறோ�ோம் அல்லவாா. இதைைப்போ�ோன்று

(x + 1)3 = x3 + 3x2 + 3x + 1
என்பதும் ஒரு முற்றொ�ொருமைையாாகும்.

இதிலிருந்து, x எந்த எண்ணாாயினும்
(x + 1)3 − x3 = 3x2 + 3x + 1

எனக் காாணலாாம். இதில், x = 1, 2, 3, ..., n என 
எடுத்தாால்
	 x = 1, 	 23 − 13	 =	3 × 12 + 3 × 1 + 1
	 x = 2, 	 33 − 23	 =	3 × 22 + 3 × 2 + 1
	 .....................		 ............................
	 x = n − 1,	n3 − (n − 1)3 	=	3(n − 1)2 + 3(n − 1)  + 1
	 x = n,	 (n + 1)3 − n3 	=	3n2 + 3n  + 1
இவைைகளைைக் கூட்டினாால்
	 23 − 13 + 33 − 23 + ... + n3 	 − (n − 1)3 + (n + 1)3  − n3	

	  			   = 3(12 + 22 + 32 + ... + n2) +
			          3(1 + 2 + 3 + ... + n) + n 
எனக் கிடைைக்கும். அதாாவது
		  (n + 1)3  − 13	=	3(12 + 22 + 32 + ... + n2) +
			       3(1 + 2 + 3 + ... + n) +n
அதாாவது, n3 + 3n2 + 3n

= 	 ( ... ) ( )n n n n3 1 2 3
2

3
1

2 2 2 2+ + + + + + +

அப்போ�ோது

12 + 22 + 32 + ... + n2

 = ( )n n n n n n
3

1
3 3

2

3
1

3 2� � � � �b l
இச்சமன்பாாட்டின் வலப்பக்கத்தைைச் சுருக்கி, 

... ( ) ( )n n n n1 2 3
6

1
1 2 1

2 2 2 2� � � � � � �

இவ்வாாறு ஆக்கலாாம்.
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(1)	 கீழே� தரப்பட்டுள்ள கூட்டுத் தொ�ொடர்களின் தொ�ொகைைகளைை மனக்கணக்காாகக் 
கணக்கிடவும்:

	 (i) 	 51 + 52 + 53 + ... + 70

	 (ii)	 1
2

1
2
2

1
12
2

1
g+ + +

	 (iii)	
2

1
1 1

2

1
2 2

2

1
12
2

1
g+ + + + + +

	 (iv)	
101

1

101

3

101

5

101

201
g+ + + +

(2) 	கீழே� தரப்பட்டுள்ள ஒவ்வொ�ொரு கூட்டுத்தொ�ொடரிலும் முதல் 25 உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடவும்:

	 (i) 11, 22, 33, ... 	 (ii) 12, 23, 34, ... 	 (iii) 21, 32, 43, ... 	 (iv) 19, 28, 37, ...

(3) ஒன்பதின் மடங்குகளாான எல்லாா மூன்றிலக்க எண்களின் தொ�ொகைையைைக் 
கண்டுபிடிக்கவும்.

(4) 	சில கூட்டுத்தொ�ொடர்களின் n ஆவது உறுப்பு கீழே� தரப்பட்டுள்ளது. 
ஒவ்வொ�ொன்றினுடைையவும் n உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

	 (i) 2n + 3 	 (ii) 3n + 2 	 (iii) 2n − 3 	 (iv) 3n − 2

(5) 	சில கூட்டுத்தொ�ொடர்களின் முதல் n உறுப்புகளின் தொ�ொகைை கீழே� கொ�ொடுக்கப் 
பட்டுள்ளது. ஒவ்வொ�ொரு தொ�ொடரினுடைையவும் n ஆவது உறுப்பைைக் காாண்க.

	 (i) n2 + 2n	 (ii) 2n2 + n	 (iii) n2 − 2n	 (iv) 2n2	 − n	 (v) n2 − n

இதைை வே�றொ�ொரு முறைையிலும் கூறலாாம்.

4, 10, 16, ...

என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரின் இயற்கணித வடிவம்

xn = 6n − 2

இதில் முதல் உறுப்பு, முதல் இரண்டு உறுப்புகளின் தொ�ொகைை, முதல் மூன்று உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைை எனக் கணக்கிட்டாால்,

4, 14, 30, ...

என்ற வே�றொ�ொரு தொ�ொடர் கிடைைக்குமல்லவாா. அதன் இயற்கணித வடிவம்

yn = 3n2 + n
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1 முதல் தொ�ொடர்ச்சியாான எத்தனை� ஒற்றைை எண்களைைக் கூட்டினாாலும் ஒரு முழு 
வர்க்கம் கிடைைக்கும் எனத் தெெரியும் அல்லவாா. 

4, 12, 20, ... என்றக் கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதலாாவது உறுப்பு முதல் தொ�ொடர்ச்சியாான 
சில உறுப்புகளைைக் கூட்டிப்பாார்க்கவும்.

முதலாாவது உறுப்பு முதல் தொ�ொடர்ச்சியாான எத்தனை� உறுப்புகளைைக் கூட்டினாாலும் 
முழு வர்க்கம் கிடைைக்கின்ற வே�று கூட்டுத்தொ�ொடர்கள் உள்ளதாா ?

(6)	 (i)	 1 முதல் 20 வரைையுள்ள எண்ணல் எண்களின் தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடவும்.

	 (ii)	 எண்ணல் எண்களைை 5 ஆல் பெெருக்கி 1 கூட்டியத் தொ�ொடரின் முதல் 20 உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடவும். முதல் n  உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடவும்.

(7) 	7, 13, 19, ... என்ற கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் 25 உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைைவிட 15, 21, 
27, ... என்றக் கூட்டுத்தொ�ொடரின் முதல் 25 உறுப்புகளின் தொ�ொகைை எவ்வளவு அதிகம் ?

(8) 	ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரின் 10 ஆவது உறுப்பு 50 உம், 21 ஆவது உறுப்பு 75 உம் ஆகும். 
தொ�ொடரின் முதல் 30 உறுப்புகளின் தொ�ொகைையைைக் கணக்கிடவும்.
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வாாய்ப்புகளும் எண்களும்
ஒரு குடத்தில் பத்து முத்துக்கள் உள்ளன, ஒன்பது முத்துக்கள் கருப்பும், ஒன்று மட்டும் 
வெ�ள்ளைையும், இதிலிருந்து (பாார்க்காாமல்) ஒரு முத்தைை எடுத்தாால்...

பெெரும்பாாலும், கருப்பாாகுமல்லவாா ? வெ�ள்ளைை ஆகாாது எனக் கூறவும் இயலாாது.

வே�றொ�ொரு குடத்தில் எட்டு கருப்பு முத்துக்களும், இரண்டு வெ�ள்ளைை முத்துக்களும் உள்ளன. 
இதிலிருந்து பாார்க்காாமல் ஒரு முத்தைை எடுத்தாால் ?

அப்போ�ோது எடுக்கின்ற முத்து பெெரும்பாாலும் கருப்பு ஆகலாாம்.மூன்றாாவது ஒரு குடத்தில் ஐந்து 
கருப்பு, ஐந்து வெ�ள்ளைை முத்துக்களும் உள்ளன. இதிலிருந்து ஒரு முத்தைை எடுத்தாால்? 
கருப்பாாகவோ�ோ, வெ�ள்ளைையாாகவோ�ோ இருக்கலாாம் என்பதைைத் தவிர வே�று ஒன்றும் 
கூறுவதற்கில்லைை ? 

இதைையெ�ல்லாாம் வே�று விதத்திலும் கூறலாாம்; முதல் குடத்தில் இருந்தும், இரண்டாாவது 
குடத்தில் இருந்தும் கருப்பு முத்து கிடைைப்பதற்கு அதிக வாாய்ப்பு; மூன்றாாவது குடத்தில் இருந்து 
எனில், கருப்பு ஆவதற்கும் வெ�ள்ளைை ஆவதற்கும் ஒரேே வாாய்ப்பு உள்ளது.

குடமும் முத்தும் வைைத்து ஒரு விளைையாாட்டு; ஒரு குடத்தில் ஐந்து கருப்பு முத்துக்களும், 
ஐந்து வெ�ள்ளைை முத்துக்களும் உள்ளன; வே�றொ�ொன்றில் ஆறு கருப்பு முத்துக்களும் நாான்கு 
வெ�ள்ளைை முத்துக்களும் உள்ளன. ஏதாாவது ஒரு குடத்திலிருந்து ஒரு முத்தைை எடுக்க 
வே�ண்டும். கருப்பு எனில் வெ�ற்றி பெெறுவோ�ோம். எந்தக் குடத்தில் இருந்து எடுப்பது நல்லது ?

இரண்டாாவது குடத்தில் கருப்பு முத்துக்கள் அதிகம் உள்ளன. எனவே�, அதில் அல்லவாா கருப்பு 
முத்துக்கள் கிடைைப்பதற்காான வாாய்ப்பு அதிகம்.

இரண்டாாவது குடத்தில் இருந்து ஒரு கருப்பு முத்தைை எடுத்து முதல் குடத்தில் போ�ோட்டாால்? 
குடத்தில் உள்ள முத்துக்கள் இவ்வாாறாாகும்.

	 முதல் குடம்	 :	 6 கருப்பு 5 வெ�ள்ளைை
	 இரண்டாாவது குடம்	 :	 5 கருப்பு 4 வெ�ள்ளைை

44 வாாய்ப்புகளின் கணிதம்வாாய்ப்புகளின் கணிதம்
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இனி விளைையாாட்டில் வெ�ற்றிபெெற எந்தக் குடத்தில் இருந்து எடுப்பது நல்லது ?

இப்போ�ோது முதல் குடத்தில்தாான் கருப்பு முத்துக்கள் அதிகம். 

கருப்பு கிடைைப்பதற்குக் கூடுதல் வாாய்ப்பும் இதில் அல்லவாா ?

மொ�ொத்தமாாகச் சிந்தித்துப் பாார்க்கலாாம்; முதல் குடத்தில் மொ�ொத்தம் 11 முத்துக்கள், அதில் 6 கருப்பு. 

அதாாவது, மொ�ொத்த முத்துக்களில்  
11

6  பாாகம் கருப்பு.

இரண்டாாவது குடத்தில்? மொ�ொத்த முத்துக்களில் 
9

5  பாாகம் கருப்பு.

11

6 , 
9

5  இவற்றில் எது பெெரியது?

9

5  அல்லவாா?

(ஆறாாம் வகுப்பில் பாாகக் கணக்குகள் என்ற படத்தில் பெெரியதும் சிறியதும் என்ற பகுதி).

அதாாவது, இரண்டாாவது குடத்தில்தாான் கூடுதல் பாாகம் கருப்பு உள்ளது. அப்படியாானாால் 
இப்போ�ோது இரண்டாாவது குடத்தில் இருந்து எடுப்பதுதாானே� நல்லது ?

வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறினாால், இரண்டாாவது குடத்தில் இருந்துதாான் கருப்பு முத்து 
கிடைைக்க வாாய்ப்பு அதிகம். மே�லும் ஆழ்ந்து சிந்தித்தாால், முதல் குடத்திலிருந்து கருப்பு முத்து 
கிடைைப்பதற்காான வாாய்ப்பு 

11

6 , இரண்டாாவது குடத்தில் இருந்து கருப்பு முத்து கிடைைப்பதற்காான 
வாாய்ப்பு 

9

5  என்றெ�ல்லாாம் கூறலாாம்.

வெ�ள்ளைை முத்து கிடைைப்பதற்காான வாாய்ப்பு ? 

முதல் குடத்திலிருந்து 
11

5 , இரண்டாாவது குடத்திலிருந்து 
9

4 ; இதில் எது பெெரியது ? 

அப்போ�ோது வெ�ள்ளைை முத்து கிடைைத்தாால்தாான் வெ�ற்றி எனில், எந்தக் குடத்திலிருந்து எடுப்பது 
நல்லது ?

இந்தக் கணக்கில் உள்ள வாாய்ப்புகளைை எல்லாாம் இவ்வாாறு அட்டவணை�ப்படுத்தலாாம்:

ஒரு வினாா. 

தொ�ொடக்கத்திலும், முத்துக்களைை மாாற்றிப்போ�ோட்ட பின்னரும் இரண்டாாவது குடத்திலிருந்து தாான் 
கருப்பு முத்துக்கள் கிடைைப்பதற்கு உரிய வாாய்ப்பு அதிகம் எனக் கண்டோ�ோம். இந்த வாாய்ப்பு 
முன்னராா, பின்னராா கூடுதல் ?

(1)	 ஒரு பெெட்டியில் 6 கருப்பு பந்துகளும், 4 வெ�ள்ளைைப் பந்துகளும் உள்ளன. 
இதிலிருந்து ஒரு பந்தைை எடுத்தாால், அது கருப்புப் பந்தாாகக் கிடைைப்பதற்கு உரிய 
வாாய்ப்பு என்ன ?  வெ�ள்ளைை கிடைைப்பதற்கு ?

முதல் குடம்
கருப்பு வெ�ள்ளைை

முன்னர்
எண்ணிக்கைை 5 5

வாாய்ப்பு
2

1

2

1

பின்னர்
எண்ணிக்கைை 6 5

வாாய்ப்பு
11

6

11

5

இரண்டாாம் குடம்
கருப்பு வெ�ள்ளைை

6 4

5

3

5

2

5 4

9

5

9

4
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(2)	 ஒரு பைையில் 3 சிவப்பு பந்துகளும், 7 பச்சைை பந்துகளும் உள்ளன . வே�றொ�ொரு பைையில் 

8 சிவப்பு பந்துகளும், 7 பச்சைை பந்துகளும் உள்ளன.

	 (i)	 முதல் பைையில் இருந்து ஒரு பந்தைை எடுத்தாால், அது சிவப்பு ஆவதற்கு உரிய 
வாாய்ப்பு என்ன ?	

	 (ii)	 இரண்டாாவது பைையில் இருந்து எடுத்தாால் ?

	 (iii)	இரண்டு பைைகளில் உள்ள பந்துகளைையும் ஒரு பைையில் போ�ோட்டு அதிலிருந்து ஒரு 
பந்தைை எடுத்தாால், அது சிவப்பு ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

(3)	 ஒரு பைையில் 3 சிவப்பு முத்துக்களும், 7 பச்சைை முத்துக்களும் உள்ளன. வே�றொ�ொரு 
பைையில் சிவப்பு முத்துக்களும் பச்சைை முத்துக்களும் ஒன்று வீதம் அதிகமாாக உள்ளன. 
எந்தப் பைையில் இருந்து எடுத்தாால் சிவப்பு முத்து கிடைைப்பதற்கு உரிய வாாய்ப்பு அதிகம்?

எண்களின் வாாய்ப்பு
வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் பாார்ப்போ�ோம்: 

1 முதல் 25 வரைை உள்ள எண்ணல் எண்கள் ஒவ்வொ�ொன்றைையும் ஒவ்வொ�ொரு காாகிதத் 
துண்டில் எழுதி, ஒரு பெெட்டியில் போ�ோடப்பட்டுள்ளது. இதிலிருந்து ஒரு காாகிதத்துண்டைை 
எடுத்தாால், காாகிதத்துண்டில் உள்ள எண் இரட்டைை எண்ணாாகக் கிடைைப்பதற்கு உரிய 
வாாய்ப்பு என்ன?

மொ�ொத்தமுள்ள 25 எண்களில், 13 எண்கள் ஒற்றைை எண்களும், 12 எண்கள் இரட்டைை 

எண்களும் அல்லவாா. அப்போ�ோது, இரட்டைை எண் கிடைைப்பதற்கு உரிய வாாய்ப்பு 
25

12 .

ஒற்றைை எண் கிடைைப்பதற்கு உரிய வாாய்ப்பு? இந்தப் பெெட்டியில் இருந்து மூன்றின் மடங்குகள் 
கிடைைப்பதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன? ஆறின் மடங்கு?

இனி இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கலாாம்:

1, 2, 3, ..., 1000 என்ற எண்ணல் எண்களில் இருந்து ஓர் எண்ணை� எடுத்தாால், அது 

1000 இன் காாரணிகள் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

இதைைக் கண்டுபிடிக்க, முதலில் 1, 2, 3, ..., 1000 என்ற எண்களில் 1000 ற்கு எத்தனை� 
காாரணிகள் உள்ளன எனக் கண்டுபிடிக்க வே�ண்டும்.

1000 இன் எல்லாாக் காாரணிகளும் இதில் இருக்கும் அல்லவாா; அப்போ�ோது 1000 ற்கு மொ�ொத்தம் 
எத்தனை� காாரணிகள் உள்ளன எனக் கணக்கிட வே�ண்டும்.

இவ்வாாறாான கணக்குகளைை ஏழாாம் வகுப்பில் கற்றிருக்கிறீர்கள் அல்லவாா? (எண் தொ�ொடர்புகள் 
என்ற பாாடத்தில் காாரணிகள் என்ற பகுதி).

1000 ஐ வித்தியாாசமாான பகாா எண்களின் அடுக்குகளாாகப் பிரித்து எழுதினாால்
1000 = 23 × 53

அப்போ�ோது காாரணிகளின் எண்ணிக்கைை

(3 + 1) × (3 + 1) = 4 × 4 = 16
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அதாாவது, 1, 2, 3, ..., 1000 என்ற எண்ணல் எண்களில், 16 எண்கள் 1000 இன் காாரணிகள்.

அப்போ�ோது 1, 2, 3, ..., 1000 என்ற எண்ணல் எண்களில் இருந்து ஓர் எண்ணை� எடுத்தாால் அது 

1000 இன் காாரணி ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு

1000

16

125 8

2 8

125

2

#
#= =

வாாய்ப்புகளைைச் சில வே�ளைைகளில் தசம வடிவத்திலும், சதவீதத்திலும் கூறலாாம்.

அதன்படி இந்தக் கணக்கின் வாாய்ப்பைையும் தசம வடிவத்தில் கூறலாாம்:

.
1000

16
0 016=

அதனாால்,

வாாய்ப்பு = 0.016

அல்லது, இந்தப் பின்ன எண்ணை� சதவீதமாாக்கலாாம்:

.
1000

16
100

10

16
1 6# = =

அதாாவது,

வாாய்ப்பு = 1.6%

(1) 	 கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ள எல்லாாக் கணக்குகளிலும் வாாய்ப்பைை பின்ன 
எண்களாாகக் கணக்கிட்டு, தசம வடிவத்திலும், சதவீதத்திலும் எழுதுக.

	 (i) 	 1, 2, 3, ..., 10 என்ற எண்களில் இருந்து ஓர் எண் எடுத்தாால், அது பகாா 
எண்ணாாவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

	 (ii) 	 1, 2, 3, ..., 100 என்ற எண்களிலிருந்து ஓர் எண்ணை� எடுத்தாால், அது 
இரண்டிலக்க எண்ணாாவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன?

	 (iii) 	எல்லாா மூன்றிலக்க எண்களைையும் காாகித துண்டுகளில் எழுதி, ஒரு 
பெெட்டியில் போ�ோட வே�ண்டும். இதிலிருந்து ஒரு காாகித துண்டைை எடுத்தாால், 
அது இருவழியொ�ொக்கும் (Palindrome) எண் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன? 
(ஐந்தாாம் வகுப்பில் எண் உலகம் என்ற பாாடத்தில் பெெருகும் எண்கள் என்ற 
பகுதியில் கடைைசியில் உள்ள கணக்குகளில் வினாா எண் (4) ஐப் பாார்க்கவும்).

(2)	 ஒரு நபரிடம் ஓர் இரண்டிலக்க எண்ணை�க் கூறுமாாறு கேேட்க வே�ண்டும். 
கூறுகின்ற எண் முழு வர்க்கம் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?	

(3)	 ஒரு நபரிடம் ஒரு மூன்றிலக்க எண்ணை�க் கூறுமாாறு கேேட்க வே�ண்டும். 

	 (i)	 கூறுகின்ற  எண்ணின் மூன்றிலக்கங்களும் சமமாான எண்கள் 
ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?	

	 (ii)	 எண்களில் ஒன்றாாம் இடத்தில் உள்ள இலக்கம் பூஜ்ஜியம் ஆவதற்கு உரிய 
வாாய்ப்பு என்ன ?

	 (iii)	எண் 3 இன் பெெருக்கற்பலன் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன?
(4)	 1, 2, 3, 4 என்ற எண்கள் எழுதிய நாான்கு அட்டைைகளைைப் பல முறைைகளில் 

சேேர்த்து வைைத்து நாான்கு இலக்க எண்கள் உருவாாக்கப்படுகின்றன. 

	 (i)	 எண் நாான்காாயிரத்தைைவிட அதிகமாாவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன?	
	 (ii)	 எண் நாான்காாயிரத்தைைவிடக் குறைைவாாவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன?
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வடிவியல் வாாய்ப்பு
ஒரு பலகைையில் பல நிறங்களில் உள்ள ஒரு வட்டம் சுழல்வதற்கு 
ஏற்றவாாறு இணை�க்கப்பட்டுள்ளது.

வட்டம் சுழன்று நிற்கும்போ�ோது, பலகைையில் உள்ள அம்புக்குறி  
மஞ்சள் நிறத்திற்கு நேேராாக வருவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன?

வட்டம் சுழன்று நிற்கும்போ�ோது, அம்புக்குறிக்கு நேேராாக 
வட்டத்தின் எட்டுப் பாாகங்களில் ஏதேேனும் ஒன்று வரலாாம். 
அதில் மூன்று பாாகங்கள் மஞ்சளாாகும்.  

அப்போ�ோது மஞ்சள் கிடைைப்பதற்கு உரிய வாாய்ப்பு 
8

3 .

இதைைப்போ�ோன்று பிற நிறங்கள் ஒவ்வொ�ொன்றும் 
கிடைைப்பதற்கு உரிய வாாய்ப்பைைக் கணக்கிட்டுப் 
பாார்க்கவும்.

வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் பாார்ப்போ�ோம்: கட்டிக் 
காாகிதத்தில் ஒரு செெவ்வகத்தைை வெ�ட்டி எடுத்து, 
அதன் ஒரு பக்கத்தின் மைையப்புள்ளியைையும், 
எதிர் பக்கத்தின் உச்சிகளைையும் இணை�த்து ஒரு 
முக்கோ�ோணம் வரைையவும்.
இந்தச் செெவ்வகத்தில் கண்களைை மூடிக்கொ�ொண்டு 
ஒரு புள்ளியைை வைைத்தாால் அது சிவப்பு முக்கோ�ோணத் 
தின் உள்ளே� அமைைவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ? 

முக்கோ�ோணத்திற்கும் செெவ்வகத்திற்கும் ஒரேே 
அடிப்பக்கமும் ஒரேே உயரமும் அல்லவாா ? அப்போ�ோது 
முக்கோ�ோணம் செெவ்வகத்தின் பாாதியாாகும்.

பரப்பளவும் வாாய்ப்பும்
சிக்கலாான, வடிவங்களின் பரப்பளவைைத் தோ�ோராா 
யமாாகக் கணக்கிட வாாய்ப்புகளின் கணிதத்தைைப் 
பயன்படுத்தலாாம். ஒரு குறிப்பிட்ட சதுரத்திற்குள் 
இந்த வடிவத்தைை வரைைய வே�ண்டும். பின்னர், 
படத்தில் ஒரு திட்டமிட்ட வரிசைையோ�ோ முறைையோ�ோ 
இல்லாாமல் புள்ளிகள் வைைக்கவும்.

நமக்குத் தேேவைையாான வடிவத்திற்கு உள்ளே� 
வீழ்ந்த புள்ளிகளின் எண்ணிக்கைையைை 
மொ�ொத்த புள்ளிகளின் எண்ணிக்கைையாால் 
வகுத்துக் கிடைைக்கின்ற எண், இந்த வடிவத்தின் 
பரப்பளவைைச் சதுரத்தின் பரப்பளவாால் வகுத்துக் 
கிடைைக்கின்ற எண்ணுடன் தோ�ோரயமாாக சமமாாகும். 
புள்ளிகளின் எண்ணிக்கைை அதிகரிப்பதற்கு ஏற்ப 
இது மிகவும் துல்லியமாாகும். இந்த வடிவியல் 
செெயலைையும் எண்களின் செெயலைையும், 
கணினியைைப் பயன்படுத்தி வே�கமாாகச் 
செெய்யலாாம். அதன் பெெயர் மாான்டேே காார்லோ�ோ 
முறைை (Monte Carlo method) ஆகும்.

ஒரு வட்டம் வரைைந்து 
அதில் மூன்று புள்ளிகளைை 
அடைையாாளப்படுத்தவும். 

இவைை உச்சிகளாாக வரும் ஒரு 
முக்கோ�ோணம் வரைையவும் (Polygon 
Tool ஐ பயன்படுத்த வே�ண்டும்). 
கண் களைை மூடிக்கொ�ொண்டு 
வட்டத்தின் உள்ளே�  தொ�ொட்டாால் அது 
முக்கோ�ோணத்தில் அமைைவதற்காான 
வாாய்ப்பு என்ன? (முக்கோ�ோணத்தின் 
பெெயர் t1 எனவும் வட்டத்தின் பெெயர் 

c எனவும் எடுத்தாால் வாாய்ப்புக் 
கணக்கிடுவதற்கு Input Bar இல் 

Area(t1)/Area(c) எனக் கொ�ொடுத்தாால் 
போ�ோதுமாானது). முக்கோ�ோணத்தின் 
உச்சிகளைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும். 
தொ�ொடுவது முக்கோ�ோணத்தின் 
உள்ளே� ஆவதற்காான வாாய்ப்பு 
மிகவும் அதிகமாாகவது எப்போ�ோது? 
மிகவும் குறைைவாானதோ�ோ? (வாாய்ப்பு, 
கூடுதல் தசம இடங்களுக்கு 
மிகத்துல்லியமாாகக் காாண்பதற்கு 

Options → Rounding என்பதில் 
தசம இடங்களின் எண்ணிக்கைையைை 
அதிகரித்தாால் போ�ோதுமாானது).
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கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒவ்வொ�ொரு படத்திலும் பச்சைை நிறத்தில் உள்ள பகுதியின் 
விளக்கம் கூறப்பட்டுள்ளது. படத்தில் கண்களைை மூடிக்கொ�ொண்டு ஒரு புள்ளி வைைத்தாால், 
அது பச்சைை நிறப் பகுதியில் அமைைவதற்கு உரிய வாாய்ப்பைைக் கணக்கிடவும்.

(1)	 ஒரு சதுரத்தின் நாான்கு பக்கங்களின் மைையப் 
புள்ளிகளைை இணை�த்து கிடைைக்கும் சதுரம்.

(2)	 ஒழுங்கு அறுகோ�ோணத்தில் ஒன்று 
விட்ட உச்சிகளைைச் சேேர்த்து வரைைந்த 
முக்கோ�ோணம்.

(3)	 இரண்டு சமபக்க முக்கோ�ோணங்களுக்கு 
இடைையில் உருவாாகும் ஓர் ஒழுங்கு 
அறுகோ�ோணம்.

(4)	 உச்சிகளெ�ல்லாாம் வட்டத்தில் அமைைந்த 
ஒரு சதுரம்.

(5)	 ஒரு சதுரத்தின் உள்ளே� சரியாாகப் 
பொ�ொருந்தும் வட்டம்.

அதாாவது, முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவு என்பது செெவ்வகத்தின் பரப்பளவின் 
2

1  பாாகமாாகும். 

புள்ளி முக்கோ�ோணத்தின் உள்ளே� அமைைவதற்கு உரிய வாாய்ப்பும்  
2

1  ஆகும்.

ஒரு வட்டம் வரைையவும். n என்ற பெெயரில் ஒரு 
Integer Slider-ஐ உருவாாக்கி, உச்சிகள் எல்லாாம் 
வட்டத்தில் வருமாாறு n பக்கங்கள் உள்ள ஓர் 

ஒழுங்கு பலகோ�ோணம் வரைையவும். (A வட்ட மைையமும் 

B வட்டத்தில் ஒரு புள்ளியும் எனில், Angle with Given 
Size ஐப் பயன்படுத்தி B யிலும் A யிலும் முறைையே� கிளிக் 
செெய்யும்போ�ோது கிடைைக்கும் சாாளரத்தில் கோ�ோண அளவு 

(360/n)° எனக் கொ�ொடுக்கவும். புதிய புள்ளி B' கிடைைக்கும். BB' 
ஒரு பக்கமாாக வரும்படி Regular Polygon ஐப் பயன்படுத்தி 
ஒழுங்கு பலங்கோ�ோணம் வரைையலாாம்). கண்களைை 
மூடிக்கொ�ொண்டு வட்டத்தின் உள்ளே� தொ�ொட்டாால் அது 
பலகோ�ோணத்தின் உள்ளே� அமைைவதற்காான வாாய்ப்பைைக் 
கணக்கிடுக. பலகோ�ோணத்தின் பெெயர் poly1 எனவும் 
வட்டத்தின் பெெயர் c எனவும் Area(poly1)/Area(c) Input  
கொ�ொடுத்தாால் போ�ோதுமாானது. வாாய்ப்பு மிகவும் குறைைவது 
எப்போ�ோது? பக்கங்களின் எண்ணிக்கைை அதிகரிக்கும்போ�ோது 
வாாய்ப்பிற்கு என்ன நிகழ்கிறது ?
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ஒரு பிரச்சனை�
புகழ்பெெற்ற அறிவியல் அறிஞராான கலிலியோ�ோ, 
சூதாாட்டக் காாரணாான ஒரு நண்பன் எழுப்பிய 
பிரச்சனை�யைைக் குறித்துக் கூறுகிறாார் 
மூன்று பகடைைகளைை ஒன்றாாக உருட்டினாால் 
தொ�ொகைையாாக 9 மற்றும் 10 கிடைைப்பதும், ஆறு 
முறைைகளில் ஆகும் என்று அவர் கணக்கிட்டாார்.

	 9	 10
1.	 1 + 2 + 6	 1 + 3 + 6
2.	 1 + 3 + 5	 1 + 4 + 5
3.	 1 + 4 + 4	 2 + 2 + 6
4.	 2 + 2 + 5	 2 + 3 + 5
5.	 2 + 3 + 4	 2 + 4 + 4
6.	 3 + 3 + 3	 3 + 3+ 4 

ஆனாால் கணக்கின்படி, 10 என்பது 9 ஐ விட 
அதிகமாாக வருகிறது. இது ஏன் என்பது தாான் 
வினாா. 
இதில் 1, 2, 6 என எடுத்திருப்பது ஏதோ�ோ, ஒரு 
பகடைையில் 1, மற்றொ�ொன்றில் 2, மூன்றாாவதில் 

6 என்றல்லவாா. இதற்குப் பதில் முதல் 
பகடைையில் 1, இரண்டாாவது பகடைையில் 2, 
மூன்றாாவது பகடைையில் 6 என்பதைை மட்டும்  (1, 2, 
6) என்ற மும்மைையைைப் பயன்படுத்திக் குறிப்பிடுக. 

முதல் பகடைையில் 1, இரண்டாாவது பகடைையில்  6, 
மூன்றாாவது பகடைையில்  2, என்பதனை� (1, 6, 2) 
என்ற மும்மைையைைப் பயன்படுத்திக் குறிப்பிடுக. 

(1, 2, 6), (1, 6, 2), (2, 1, 6), (2, 6, 1), (6, 1, 2), (6, 
2, 1) என்ற ஆறு வித்தியாாசமாான மும்மைைகள் 
9 தொ�ொகைையாாகக் கிடைைக்கின்ற முறைையில் 
எடுக்க வே�ண்டும் என்பதேே கலிலியோ�ோவின் 
விடைை மற்றுள்ள மும்மைைகளைையும் விவரித்து 
எழுதினாால், 9 கிடைைப்பது 25 முறைைகளிலும், 10 
கிடைைப்பது 27 முறைைகளிலும் ஆகும் என்று அவர் 
தெெளிவுபடுத்துகிறாார் 

(செெய்து பாார்க்கவும்).

ஜோ�ோடிகள்
சலவைை செெய்து இஸ்திரி போ�ோட்டவற்றைையெ�ல்லாாம் 
பாார்த்தபோ�ோது, ஜோ�ோணிக்கு ஒரு நீலநிறக் காால் 
சட்டைையும், சிவப்பு, பச்சைை, நீலம் என மூன்று 
நிறங்களில் மூன்று சட்டைைகளும் கிடைைத்தது. 
எவ்வாாறெ�ல்லாாம் அணியலாாம் என்று ஜோ�ோணி 
சிந்தித்தாான்.

  

மீண்டும் ஒருமுறைை தேேடியபோ�ோது ஒரு பச்சைை 
நிறக் காால்ச்சட்டைையும் கிடைைத்தது. அப்போ�ோது 
இனி இதைை ஒவ்வொ�ொரு சட்டைையுடன் மூன்று 
முறைைகளில் அணியலாாம் அல்லவாா என்று 
ஜோ�ோணி சிந்தித்தாான்.

அவ்வாாறு ஆறு வே�றுபட்ட முறைைகளில் 
ஜோ�ோணிக்கு அணிய இயலும். இவற்றில் எத்தனை� 
முறைை காால்ச் சட்டைையும், சட்டைையும் ஒரேே நிறத்தில் 
அணிய இயலும் ?

அப்படியெ�னில் ஜோ�ோணி, ஒரேே நிறமுள்ள சட்டைையைையும் காால் சட்டைையைையும் அணிவதற்கு 
உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

6

2

3

1=  அல்லவாா ?
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வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் பாார்க்கலாாம்: 

ஒரு பெெட்டியில் 1, 2, 3, 4 என எண்கள் எழுதிய, நாான்கு காாகிதத்துண்டுகளும்; வே�றொ�ொரு 
பெெட்டியில் 1, 2 என எண்கள் எழுதிய இரண்டு காாகிதத்துண்டுகளும் உள்ளன. இரண்டில் 
இருந்தும் ஒவ்வொ�ொரு காாகிதத்துண்டைை எடுத்தாால் கிடைைக்கும் எண் ஜோ�ோடிகள் எவைை ?

முதல் பெெட்டியில் இருந்து 1 என எடுத்தாால், இரண்டாாவது பெெட்டியில் 1, 2 இவைை 
ஒவ்வொ�ொன்றைையும் சேேர்த்து இரண்டு ஜோ�ோடிகள். இவற்றைை (1, 1), (1, 2) என எழுதலாாம்.

இதைைப் போ�ோன்று முதல் பெெட்டியிலிருந்து ஒவ்வொ�ொரு எண்ணை�யும் எடுத்து, கிடைைக்கக்கூடிய 
எண் ஜோ�ோடிகள் அனை�த்தைையும் எழுதினாால் ?

	 (1, 1) 	 (1, 2)

	 (2, 1) 	 (2, 2)

	 (3, 1) 	 (3, 2)

	 (4, 1) 	 (4, 2)	

மொ�ொத்தம் 8 ஜோ�ோடிகள்.

இதில் எத்தனை� ஜோ�ோடிகளில் இரண்டு எண்களும் ஒற்றைை எண்களாாகின்றன?

(1, 1), (3, 1) என்ற இந்த இரண்டு ஜோ�ோடிகளில் மட்டுமல்லவாா? அப்போ�ோது இந்த இரண்டு 
பெெட்டிகளில் ஒவ்வொ�ொன்றிலிருந்தும் ஒவ்வொ�ொரு காாகிதத்துண்டைை எடுத்தாால், இரண்டும் 
ஒற்றைை எண்கள் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு 

8

2

4

1=

இதைைப் போ�ோன்று, இரண்டும் இரட்டைை எண்கள் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பைைக் கணக்கிடலாாமாா? 
ஏதேேனும் ஓர் எண் ஒற்றைை எண்ணும் மற்ற எண் இரட்டைை எண்ணும் ஆவதற்கு உரிய 
வாாய்ப்பு? இரண்டும் ஒரேே எண் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு ?

(1)	 ரஜனிக்குப் பச்சைை, நீலம், சிவப்பு என்ற நிறங்களில் கல்மாாலைைகளும், 
கம்மல்களும் உள்ளன. எத்தனை� முறைைகளில் ரஜனிக்கு மாாலைையும் கம்மலும் 
அணியலாாம்? ஒரு நாாளில் ரஜனி ஒரேே நிறமுள்ள மாாலைையும் கம்மலும் 
அணிவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன? வித்தியாாசமாான நிறம் உள்ளவைையோ�ோ ?

(2)	 ஒரு பெெட்டியில் 1, 2, 3, 4 என எண்கள் எழுதிய நாான்கு காாகிதத்துண்டுகளும், 
வே�றொ�ொரு பெெட்டியில் 1, 2 என எழுதிய இரண்டு காாகிதத்துண்டுகளும் 
உள்ளன. ஒவ்வொ�ொரு பெெட்டியிலிருந்தும் ஒவ்வொ�ொரு காாகிதத்துண்டைை எடுத்தாால் 
கிடைைக்கின்ற எண்களின் தொ�ொகைை ஒற்றைை எண் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு 
என்ன? தொ�ொகைை இரட்டைை எண் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு ?

(3)	 ஒரு பெெட்டியில் 1, 2, 3, 4 என எண்கள் எழுதிய நாான்கு காாகிதத்துண்டுகளும், 
வே�றொ�ொரு பெெட்டியில் 1, 2, 3 என எண்கள் எழுதிய மூன்று காாகிதத்துண்டுகளும் 
உள்ளன. ஒவ்வொ�ொரு பெெட்டியிலிருந்தும் ஒவ்வொ�ொரு காாகிதத்துண்டு எடுத்தாால், 
கிடைைக்கின்ற எண்களின் பெெருக்கற்பலன் ஒற்றைை எண் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு 
என்ன? பெெருக்கற்பலன் இரட்டைை எண் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன?
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கூடுதல் ஜோ�ோடிகள்
மீண்டும் இரண்டு பெெட்டிகள், ஒன்றில் 1 முதல் 10 
வரைை உள்ள எண்ணல் எண்கள் எழுதிய பத்துக் 
காாகிதத்துண்டுகள், இரண்டாாவது பெெட்டியில் 1 
முதல் 5 வரைை உள்ள எண்ணல் எண்ணங்கள் 
எழுதிய ஐந்து காாகிதத்துண்டுகள் வழக்கம்போ�ோல் 
இரண்டில் இருந்தும் ஒவ்வொ�ொரு காாகிதத்துண்டு 
எடுக்கப்படுகிறது. இரண்டும் ஒற்றைை எண் ஆவதற்கு 
உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

விடைை காாண்பதற்காான வழிமுறைை எளிதாானது. 
மொ�ொத்தம் எத்தனை� எண் ஜோ�ோடிகள் கிடைைக்கும் 
எனக்கணக்கிடுக. அவற்றில் நமக்குத் தேேவைையாான 
முறைையில் இரண்டும் ஒற்றைை எண்கள் ஆகின்ற 
ஜோ�ோடிகள் எத்தனை� எனப் பாார்க்கவும். இரண்டாாவது 
கிடைைத்த எண்ணை� முதலில் கிடைைத்த எண்ணாால் 
வகுத்தாால் வாாய்ப்பு ஆகும்.

சொ�ொல்வதைைப் போ�ோன்று செெய்வது எளிதாானதாா ? 
எல்லாா எண் ஜோ�ோடிகளைையும் எழுதி எண்ணுவது 
அவ்வளவு எளியது அல்ல.

சிந்தித்துப் பாார்ப்போ�ோம். முதல் எண் பத்து எண்களில் 
ஏதாாவது ஒன்றாாகலாாம், இரண்டாாவது எண் ஐந்து 
எண்களில் ஏதாாவது ஒன்றாாகலாாம். அப்போ�ோது முதல் 
எண் 1 ஆகின்ற எத்தனை� ஜோ�ோடிகள் உள்ளன? 
முதல் எண் 2 ஆகின்ற ஜோ�ோடிகள் ?

சுருங்கக் கூறின், முதல் எண்ணை� உறுதிப்படுத்தி 
விட்டாால், இரண்டாாவது எண்ணை� மாாற்றி 5 
ஜோ�ோடிகள் உருவாாக்கலாாம். முதல் எண் 10 
வகைைகளில் ஆகலாாம். 

(4)	 1, 2, 3 என்ற இலக்கங்களைைப் பயன்படுத்தி எழுதுகின்ற இரண்டு இலக்க எண்களில் 
ஓர் எண்ணை� எடுத்தாால்,

	 (i)	 இரண்டு இலக்கங்களும் சமமாாவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

	 (ii)	 இலக்கங்களின் தொ�ொகைை 4 ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?
(5)	 இரண்டு நபர்களின் இடைையே� நடைைபெெறும் ஒரு விளைையாாட்டு. ஒவ்வொ�ொருவரும் ஒற்றைை 

எண் வே�ண்டுமாா, இரட்டைை எண் வே�ண்டுமாா என முதலில் முடிவு செெய்ய வே�ண்டும். 
இருவரும் ஒரு கைையில் உள்ள சில விரல்களைை ஒன்றாாக உயர்த்துகின்றனர். மொ�ொத்த 
விரல்களின் எண்ணிக்கைை ஒற்றைை எண் எனில் அதைை முதலில் எடுத்த நபர் வெ�ற்றி 
பெெறுவாார்; இரட்டைை எண் எனில் அதைை முதலில் எடுத்த நபர் வெ�ற்றி பெெறுவாார். இந்த 
விளைையாாட்டில் முதலில் ஒற்றைை எண் எடுப்பதாா, அல்லது இரட்டைை எண் எடுப்பதாா, எது 
நல்லது ?

வாாய்ப்பும் நிகழ்வெ�ண்ணும்
சாாதாாரணமாாக ஒரு நாாணயத்தைைப் பல முறைை 
சுண்டினாால் தலைையோ�ோ பூவோ�ோ (Head or Tail) 
விழுவதன் எண்ணிக்கைை சமமாாக இருக்கும். 
அதனாால் ஒவ்வொ�ொன்றும் கிடைைப்பதற்காான 
வாாய்ப்பு 

2

1  என எடுக்கலாாம். ஆனாால் 
நாாணயம் உருவாாக்குவதில் ஏற்படுகின்ற 
குறைைபாாட்டினாாலோ�ோ வே�று ஏதேேனும் 
காாரணங்களினாாலோ�ோ சிலவே�ளைை தலைைப்பக்கம் 
விழுவதற்குரிய வாாய்ப்புகள் அதிகம் ஆகலாாம். 
இதைை எவ்வாாறு கண்டுபிடிப்பீர்கள்?

நாாணயத்தைை மீண்டும் மீண்டும் 
சுண்டும்போ�ோது ஒவ்வொ�ொரு பக்கமும் 
விழுகின்றதன் எண்ணிக்கைை பாாதியைைவிட 
மிக அதிக அளவில் வே�றுபட்டு 
காாணப்பட்டாாலே� இத்தகைைய ஓர் சந்தேேகம் 
ஏற்பட வே�ண்டும். அப்போ�ோது அதிக முறைை 
சுண்டும்போ�ோது ஒவ்வொ�ொரு பக்கமும் விழுவதன் 
எண்ணிக்கைை வெ�வ்வே�றாாக அட்டவணை�ப் 
படுத்துவதுதாான் முறைை. எடுத்துக்காாட்டாாக இந்த 
அட்டவணை�யைைப் பாார்க்கவும்.

	 சுண்டுதல்	 தலைை	 பூ
	 10	 6	 4
	 100	 58	 42
	 1000	 576	 424
	 10000	 5865	 4135
இதிலிருந்து தலைையின் வாாய்ப்பு 0.6 எனவும் 
பூவின் வாாய்ப்பு 0.4 எனவும் எடுப்பதேே, 
இரண்டு  0.5 என எடுப்பதைைவிடச் சரி எனக் 
காாணலாாமல்லவாா. இதுபோ�ோன்ற கணக்கீடுகளைை 
மிகத் துல்லியமாாக ஆவதற்குரிய கணித 
முறைைகளைை நிகழ்தகவுக் கோ�ோட்பாாடு (Probability 
theory) என்ற கணித பிரிவின் தொ�ொடர்ந்துள்ள 
பாாடத்தில் காாணலாாம்.
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அப்போ�ோது மொ�ொத்த எண் ஜோ�ோடிகளைை இவ்வாாறு 
ஊகிக்கலாாம்.

•	 முதல் எண் 1 ஆன ஜோ�ோடிகள் 1 ஆம் 
வரிசைையில், முதல் எண் 2 ஆன ஜோ�ோடிகள் 2 
ஆம் வரிசைையில் என இவ்வாாறு முதல் எண் 

10 ஆகும் வரைை 10 வரிசைைகள்.

• 	 ஒவ்வொ�ொரு வரிசைையிலும், இரண்டாாம் எண் 1 
முதல் 5 வரைை ஆன 5 ஜோ�ோடிகள்.

• 	 மொ�ொத்தம் 5 × 10 = 50 ஜோ�ோடிகள்.

இந்த 50 ஜோ�ோடிகளில் இரண்டும் ஒற்றைை எண்கள் 
ஆகின்ற ஜோ�ோடிகள் எத்தனை� ?

அதற்கு, முதல் எண் 1, 3, 5, 7, 9 என்ற 5 எண்களில் 
ஏதேேனும் ஒன்று ஆக வே�ண்டும். இரண்டாாவது 
எண் 1, 3, 5 என்ற 3 எண்களில் ஏதேேனும் ஒன்று ஆக 
வே�ண்டும்.

மொ�ொத்த ஜோ�ோடிகள் 3 × 5 = 15

அப்போ�ோது இந்தப் பெெட்டிகளில் இருந்து இரண்டும் ஒற்றைை 
எண்களாாகக் கிடைைப்பதற்கு உரிய வாாய்ப்பு.

50

15

10

3=

இதுபோ�ோல, இரண்டும் இரட்டைை எண்கள் ஆவதற்குரிய 
வாாய்ப்பைையும், ஓர் எண் ஒற்றைை எண்ணும் மற்ற எண் இரட்டைை 
எண்ணும் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பைையும் கண்டுபிடிக்கலாாமாா?

நிச்சயமற்ற அளவு
ஒவ்வொ�ொரு நாாளும் சூரியன் உதிக்கும் 
நேேரமும், மறைையும் நேேரமும் நாாட்காாட்டியில் 
கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ளதைை நீங்கள் கவனித்து 
இருக்கிறீர்களாா ? பூமியும் சூரியனும் மிகத் 
துல்லியமாாகச் சில கணித விதிகளின்படி 
வலம் வருவதாாலே�யே� இவைை அனை�த்தைையும் 
கணக்கிட முடிகிறது.

இதைைப் போ�ோன்று மழைைக்காாலம் வெ�யில் காாலம் 
எந்தெெந்த மாாதங்களில் வருகின்றன என்று 
கணக்கிடலாாம். ஆனாால் வெ�யில் காாலத்தில் 
திடீரெென மழைை பொ�ொழியும் என்பதைை முன்னரேே 
கணிப்பதற்கு இயலாாமலும் போ�ோகலாாம். 
மழைைப் பொ�ொழிவைைப் பாாதிக்கும் காாரணிகளின் 
பன்முகத்தன்மைை அவற்றிற்கிடைையே�யாான 
தொ�ொடர்புகளின் சிக்கலாான தன்மைை ஆகியவற்றாால் 
இத்தகைைய கணிப்புகள் சிக்கலாாகின்றது.

சூழ்நிலைைகளின் கணிதம் சாார்ந்த பகுப்பாாய்வு 
மூலம் வாாய்ப்புகளைைக் கணக்கிடலாாம். 
அதனாால் தாான் அன்றாாட வளிமண்டலத்தின் 
தன்மைைகள் பற்றிய கணிப்புகள் வாாய்ப்புகளாாகக் 
கூறப்படுகின்றன. எதிர்பாாராாதச் சூழ்நிலைைகளில் 
உருவாாகும் மாாற்றங்கள் சில நேேரங்களில் இந்தக் 
கணிப்புகளைைத் தவறாாக்குகின்றன.

எந்த ஓர் அறிவியல் அடிப்படைையுமில்லாாமல், சரி 
என்பது போ�ோல் நடத்தப்படும் கணிப்புகளைைவிட, 
இவ்வாாறாான வாாய்ப்புக் கூற்றுகளுக்கு நம்பிக்கைை 
அதிகரிப்பதாாக உள்ளது என்பதைைச் சரியாாகக் 
கவனித்தாால் அறிய முடிகிறது.
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மே�லும் ஒரு கணக்கு: 

ஒரு கூடைையில் 50 மாாங்காாய்கள் உள்ளன, அதில் 20 மாாங்காாய்கள் பழுக்கவில்லைை. 

வே�றொ�ொரு கூடைையில்  40 மாாங்காாய்கள் உள்ளன, 15 மாாங்காாய்கள் பழுக்கவில்லைை. 

ஒவ்வொ�ொரு கூடைையிலிருந்தும் ஒரு மாாங்காாய் வீதம் எடுத்தாால், இரண்டும் பழுத்தது 
ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

ஒவ்வொ�ொரு கூடைையிலிருந்தும் ஒரு மாாங்காாய் வீதம் எடுத்தாால், எத்தனை� வே�றுபட்ட 
முறைைகளில் எடுக்கலாாம் ? (வே�ண்டுமாானாால், முதல் கூடைையில் உள்ள மாாங்காாய்களில் 1 
முதல் 50 வரைையும், இரண்டாாவது கூடைையில் உள்ள மாாங்காாய்களில் 1 முதல் 40 வரைையும் 
எண்கள் எழுதப்பட்டுள்ளதாாகக் கற்பனை� செெய்யலாாம்). 

அப்போ�ோது மொ�ொத்தம் இரண்டு மாாங்காாய்கள் எடுப்பது 50 × 40 = 2000 முறைைகளிலாாகலாாம். 

இதில் எத்தனை� ஜோ�ோடிகளில் இரண்டும் பழுத்தது ஆகும் ? 

முதல் கூடைையில், 50 − 20 = 30 பழுத்த மாாங்காாய்கள் உள்ளன, இரண்டாாவது கூடைையில்
40 − 15 = 25 மாாங்காாய்கள் பழுத்தது. 

முதல் கூடைையில் உள்ள ஒவ்வொ�ொரு பழுத்த மாாங்காாயும், இரண்டாாவது கூடைையில் உள்ள 
ஒவ்வொ�ொரு பழுத்த மாாங்காாயுடன் ஜோ�ோடியாாக்கினாால், மொ�ொத்தம் 30 × 25 = 750 ஜோ�ோடிகள். 

அப்போ�ோது இரண்டும் பழுத்தது ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு 
2000

750

8

3=  

இதுபோ�ோல், இரண்டும் பழுக்காாதது ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பைைக் கணக்கிட்டுப் பாார்க்கவும்.

ஒன்றேேனும் பழுத்ததாாக வே�ண்டிய வாாய்ப்பு என்ன ? 

ஒன்றேேனும் பழுத்ததாாக வே�ண்டுமெ�னில் ஒன்று பழுத்ததும் ஒன்று பழுக்காாததும்; அல்லது 
இரண்டும் பழுத்தது; 

இதில் ஒன்று பழுத்தது என்பதேே இரண்டு முறைைகளில் கிடைைக்கும்;

	 (i)	 முதல் கூடைையில் பழுத்ததும், இரண்டாாவது கூடைையில் பழுக்காாததும்.

	 (ii)	 முதல் கூடைையில் பழுக்காாததும், இரண்டாாவது கூடைையில் பழுத்ததும். 

ஒவ்வொ�ொன்றிலும் இவ்வாாறாான எத்தனை� ஜோ�ோடிகள் உள்ளன ?

அதாாவது, ஒன்று மட்டும் பழுத்தது என்பதன் மொ�ொத்த ஜோ�ோடிகள். 

	 (30 × 15) + (20 × 25) 	 = 	450 + 500

		  =	 950  

இரண்டும் பழுத்தது 750 ஜோ�ோடிகள் எனக் கண்டுபிடித்துள்ளோ�ோம். இரண்டைையும் எடுத்தாால், 
ஒன்றேேனும் பழுத்ததாாவதற்குரிய மொ�ொத்த ஜோ�ோடிகள் 

950 + 750 = 1700

எனவே� ஒன்றேேனும் பழுத்ததாாவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு 
2000

1700

20

17=  எனக் கணக்கிடலாாம். 
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(1)	 10  A வகுப்பில் 30 மாாணவர்களும், 20 மாாணவிகளும் உள்ளனர். 10 B வகுப்பில் 

15 மாாணவர்களும், 25 மாாணவிகளும் உள்ளனர். ஒவ்வொ�ொரு வகுப்பிலிருந்தும் 
ஒரு நபரைைத் தேேர்வு செெய்ய வே�ண்டும்.

	 (i)	 இரண்டும் மாாணவிகள் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

	 (ii)	 இரண்டும் மாாணவர்கள் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

	 (iii)	ஒரு மாாணவனும் ஒரு மாாணவியும் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

	 (iv)	ஒரு நபராாவது மாாணவன் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

(2)	 ஒரு நபரிடம் ஓர் இரண்டு இலக்க எண்ணை�க் கூறுமாாறு கேேட்கப்படுகிறது.

	 (i)	 இதில் இரண்டு இலக்கங்களும் சமம் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன?

	 (ii)	 முதல் இலக்கம், இரண்டாாவது இலக்கத்தைைவிடப் பெெரியது ஆவதற்கு 
உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

	 (iii)	முதல் இலக்கம், இரண்டாாவது இலக்கத்தைைவிடச் சிறியது ஆவதற்கு உரிய 
வாாய்ப்பு என்ன ?

(3)	 1 முதல் 6 வரைை உள்ள எண்கள் குறிக்கப்பட்ட இரண்டு பகடைைகள் ஒரேே 
நேேரத்தில் உருட்டப்படுகின்றன. இவ்வாாறு கிடைைக்கும் எண்களின் தொ�ொகைை 
எந்தெெந்த எண்களாாகலாாம்? மிகவும் கூடுதல் வாாய்ப்புள்ள தொ�ொகைை எது ?

(4)	 ஒரு பெெட்டியில் 1 முதல் 10 வரைையுள்ள எண்ணல் எண்கள் எழுதிய 10 காாகிதத் 
துண்டுகளும் மற்றொ�ொரு பெெட்டியில் 25 வரைையுள்ள 5 இன் மடங்குகள் எழுதிய 
காாகிதத்துண்டுகளும் உள்ளன. இரண்டிலிருந்தும் ஒவ்வொ�ொரு காாகிதத் 
துண்டுகள் எடுக்கப்படுகின்றது.

	 (i)	 இரண்டும் ஒற்றைை எண் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

	 (ii)	 இந்தக் காாகித துண்டுகளில் எழுதிய எண்களின் பெெருக்கற்பலன் ஒற்றைை 
எண் ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

	 (iii)	இந்தக் காாகித துண்டுகளில் எழுதிய எண்களின் தொ�ொகைை ஒற்றைை எண் 
ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு என்ன ?

இதனை� இப்படியும் சிந்திக்கலாாம்: ஒன்றேேனும் பழுத்தது ஆகவே�ண்டுமெ�னில் இரண்டும் 
பழுக்காாதது ஆகக்கூடாாது. மொ�ொத்தம் வாாய்ப்புள்ள 2000 ஜோ�ோடிகளில், இரண்டும் பழுக்காாதது  
20 × 15 = 300 ஜோ�ோடிகள் அல்லவாா.

மீதியுள்ள 2000 − 300 = 1700 ஜோ�ோடிகளில் ஒன்றேேனும் பழுத்தது ஆக வே�ண்டும். 

அதாாவது, ஒன்றேேனும் பழுத்தது ஆவதற்கு உரிய வாாய்ப்பு 
2000

1700

20

17=
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வர்க்கபிரச்சனை�கள்
ஒரு கணக்கிலிருந்து தொ�ொடங்கலாாம்:

ஒரு சதுரத்தின் எல்லாாப் பக்கங்களைையும் 1 மீட்டர் அதிகரித்துப் பெெரியதாாக்கியபோ�ோது, சுற்றளவு 

36 மீட்டர் ஆனது. முதல் சதுரத்தின் ஒரு பக்கத்தின் நீளம் எவ்வளவாாக இருந்தது ?

பெெரியதாாக்கிய சதுரத்தின் ஒரு பக்கம் 36 ÷ 4 = 9 மீட்டர்; அப்போ�ோது பழைைய சதுரத்தின் ஒரு 
பக்கம் 9 − 1 = 8 மீட்டர் என எளிதாாகக் கண்டுபிடிக்கலாாம்.

வினாா பின்வருமாாறு ஆனாால் ?

ஒரு சதுரத்தின் எல்லாாப் பக்கங்களைையும்  1 மீட்டர் அதிகரித்துப் பெெரியதாாக்கியபோ�ோது, 
பரப்பளவு 36 சதுர மீட்டர் ஆனது. முதல் சதுரத்தின் ஒரு பக்கத்தின் நீளம் எவ்வளவாாக 
இருந்தது ?

பெெரியதாாக்கிய சதுரத்தின் ஒரு பக்கத்தின் நீளம் எவ்வளவு ?

36 6=  மீட்டர் அல்லவாா ?

55

அப்போ�ோது முதல் சதுரத்தின் ஒரு பக்கத்தின் நீளம் 6 − 1 = 5 மீட்டர்.

(1) 	ஒரு சதுரத்தின் எல்லாாப் பக்கங்களைையும் 2 மீட்டர் குறைைத்து சிறியதாாக்கிய 
போ�ோது, பரப்பளவு 49 சதுர மீட்டர் ஆனது. முதல் சதுரத்தின் பக்கங்களின் நீளம் 
எத்தனை� மீட்டராாக இருந்தது ?

(2) 	சதுர வடிவத்தில் உள்ள ஒரு மைைதாானத்தைைச் சுற்றிலும் 2 மீட்டர் அகலத்தில் 
ஒரு பாாதைை உள்ளது. மைைதாானமும் பாாதைையும் சேேர்ந்த சதுரத்தின் பரப்பளவு 

1225 சதுர மீட்டராாகும். மைைதாானத்தின் பரப்பளவு எவ்வளவு ?

இருபடிச் சமன்பாாடுகள்இருபடிச் சமன்பாாடுகள்
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வே�றொ�ொரு கணக்கு: 

பின்வரும் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

பச்சைை நிறத்தில் ஒரு சதுரமும், அதேே உயரமுடைைய இரண்டு மஞ்சள் செெவ்வகங்களும், நீல 
நிறத்தில் ஒரு சிறிய சதுரமும் சேேர்த்து வைைக்கப்பட்டுள்ளன. மஞ்சள் செெவ்வகங்கள் ஒவ்வொ�ொன்றின் 
அகலமும், நீல சதுரத்தின் பக்கங்களின் நீளமும் 1 மீட்டராாகும்; படத்தின் மொ�ொத்த பரப்பளவு  

100 சதுர மீட்டர் ஆகும்.

பச்சைைநிற சதுரத்தின் பக்கங்களின் நீளத்தைைக் கண்டுபிடிக்க வே�ண்டும்.

நேேரடியாாகச் சிந்தித்துக் கணக்கிடுவது கடினம், அல்லவாா ?

இயற்கணிதத்தைைப் பயன்படுத்தி முயற்சி செெய்யலாாம். பச்சைை நிற சதுரத்தின் எல்லாாப் 
பக்கங்களின் நீளம் x மீட்டர் என எடுக்கலாாம்.

மொ�ொத்த பரப்பளவைைப் பின்வருமாாறு கணக்கீடு செெய்யலாாம்:

x2 + x + x + 1 = x2 + 2x + 1

மொ�ொத்த பரப்பளவு 100 சதுர மீட்டர் என்று தரப்பட்டுள்ளது; அப்படியாானாால் பிரச்சனை�யைைப் 
பின்வருமாாறு இயற்கணிதத்தில் எழுதலாாம்:

x2 + 2x + 1 = 100 எனில் x எவ்வளவு ?

x2 + 2x + 1 என்ற வடிவம் நினை�வில் உள்ளதாா ?

எட்டாாம் வகுப்பில் வர்க்க சமன்பாாடுகள் என்ற பாாடத்தில்

(x + 1)2 = x2 + 2x + 1 

எனக் கற்றிருக்கிறோ�ோமல்லவாா.
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படத்தில் உள்ள செெவ்வகங்களைை மாாற்றி அமைைத்தும் 
இதைைக் காாணலாாம்.

அப்போ�ோது பிரச்சனை�யைை மாாற்றி எழுதலாாம்:

(x + 1)2 = 100 எனில் x எவ்வளவு ?

இனி x + 1 = 10 என்றும், அவ்வாாறு x = 9 என்றும் 
காாணலாாம் அல்லவாா.

அதாாவது, பச்சைை நிற சதுரத்தின் எல்லாாப் பக்கங்களும்  

9 மீட்டர் ஆகும்.

வடிவியல் வர்க்கம்

x, a எந்த இரண்டு எண்களைை எடுத்தாாலும்

x2 + 2ax + a2 = (x + a)2

அல்லவாா. x, a இவைை மிகைை எண்கள் ஆனாால், 
இயற்கணித வாாக்கியத்தைை பட வடிவில் 
ஆக்கலாாம்:

(1) 	அடுத்தடுத்துள்ள இரண்டு இரட்டைை எண்களின் பெெருக்கற்பலனுடன் 1 ஐக் 
கூட்டியபோ�ோது 289 கிடைைத்தது. எண்கள் எவைை?

(2) 	 6 இன் அடுத்தடுத்த இரண்டு மடங்குகளின் பெெருக்கற்பலனுடன் 9 ஐக் 
கூட்டியபோ�ோது 729 கிடைைத்தது. எண்கள் எவைை?

(3) 	 9, 11, 13, ... என்ற கூட்டுத் தொ�ொடரின் முதலில் உள்ள சில உறுப்புகளின் 
தொ�ொகைையைையும் 16 ஐயும் கூட்டியபோ�ோது 256 கிடைைத்தது. எத்தனை� உறுப்புகள் 
கூட்டப்பட்டன?

வர்க்க முழுமைை
இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

ஒரு செெவ்வகத்தின் பெெரிய பக்கத்திற்கு சிறிய பக்கத்தைைவிட 2 மீட்டர் நீளம் அதிகம். 
அதன் பரப்பளவு 224 சதுர மீட்டர். பக்கங்களின் நீளம் என்ன?

முதலில் பிரச்சனை�யைை இயற்கணித வடிவில் ஆக்க வே�ண்டும். சிறிய பக்கத்தின் நீளம் x மீட்டர் 
என எடுத்தாால், பெெரிய பக்கத்தின் நீளம் x + 2 மீட்டர்; பரப்பளவு x (x + 2) = x2 + 2x சதுர மீட்டர்.

இனி செெவ்வகப் பிரச்சனை�யைை இயற்கணித வடிவில் ஆக்கலாாம்:

x2 + 2x = 224 எனில் x என்ன?
இனி என்ன செெய்யலாாம்?
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முன்பு செெய்த ஒரு கணக்கில் x2 + 2x + 1 ஐ (x + 1)2 என்று மாாற்றி எழுதிச் செெய்தது நினை�வில் 
உள்ளதாா ? இந்தப் பிரச்சனை�யில் x2 + 2x மட்டுமே� உள்ளது.

1 கூட்டினாால்போ�ோதும் அல்லவாா ?

அப்படியாானாால் பின்வருமாாறு தொ�ொடரலாாம்:

(i)	 x2 + 2x = 224 எனில் x2 + 2x + 1 = 224 + 1 = 225

(ii)	 அதாாவது,	  (x + 1)2 = 225

(iii) 	(x + 1)2 = 225 எனில் x + 1 =  225  = 15

(iv) 	x + 1 = 15 எனில் x = 14

அவ்வாாறு செெவ்வகத்தின் சிறிய பக்கம் 14 மீட்டர் என்று கிடைைத்தது. 
அப்படியாானாால் பெெரிய பக்கம் 14 + 2 = 16 மீட்டர்
இந்த வினாாவைைச் சற்று மாாற்றிப் பின்வருமாாறு கூறினாால் ?

ஒரு செெவ்வகத்தின் பெெரிய பக்கத்திற்கு சிறிய பக்கத்தைை 
விட 20 மீட்டர் நீளம் அதிகம். அதன் பரப்பளவு 224 சதுர 
மீட்டர். பக்கங்களின் நீளம் என்ன ?

இயற்கணித வடிவம் பின்வருமாாறு மாாறும்:

x2 + 20x = 224 எனில் x என்ன ?
இங்கும் 1 கூட்டினாால் சமன்பாாட்டின் வலதுபக்க எண் 225 
= 152 ஆகும்; ஆனாால், இடது பக்க இயற்கணித வாாக்கியம் 

x2 + 20x + 1 என்றுதாான் ஆகும். 

இதைை (x + a)2 என்ற வடிவிலாாக்க இயலுமாா?
a ஆக எந்த எண் எடுத்தாாலும்

(x + a)2 = x2 + 2ax + a2   அல்லவாா.
நமது பிரச்சனை�யில் உள்ளது x2 + 20x ஆகும். அதாாவது, 
பொ�ொதுவாான சமன்பாாட்டில் 2ax இன் இடத்தில் 20x,
அப்போ�ோது, a ஆக 10 எடுத்துப் பாார்த்தாால் ?

(x + 10)2 =  x2 + 20x + 100
பிரச்சனை�யில் x2 + 20x = 224 ஆகும். இப்போ�ோது பாார்த்தபடி 

100 கூட்டித் தொ�ொடர்ந்தாால் ?

	 x2 + 20x 	 = 	 224

	 x2 + 20x + 100	 =	 324

	 (x + 10)2 	 =	 324

	 x + 10	 =	 324  = 18

	 x 	 = 	 8

இவ்வாாறு இந்தச் செெவ்வகத்தின் பக்கங்கள் 8 மீட்டரும், 

28 மீட்டரும் எனக் கணக்கீடு செெய்யலாாம்.

பெெரிய பக்கம் சிறிய பக்கத்தைைவிட 
2 அதிகம் உள்ள செெவ்வகங்களைை 
ஜியோ�ோஜிப்ராாவைைப் பயன்படுத்தி 

வரைையலாாம். இதற்காாக min = 0 ஆன 
a என்ற சிலைைடர் உருவாாக்கவும். 
நீளம் a ஆக ஒரு கோ�ோடு AB வரைைந்த 
பின் அதன் முனை�கள் வழி AB க்குச் 
செெங்குத்துக் கோ�ோடுகள் வரைையவும். A, 
B இவற்றைை மைையங்களாாகக் கொ�ொண்டு 
ஆரம் a + 2 வரும்படி வட்டங்கள் 
வரைையவும். ஒவ்வொ�ொரு வட்டமும் 
செெங்குத்துக் கோ�ோடுகளைை வெ�ட்டும் 
புள்ளிகள் C, D அடைையாாளப்படுத்தவும். 
Polygon டூல் பயன்படுத்தி ABCD 
என்ற செெவ்வகம் வரைையவும். இனி 
கோ�ோடுகளைையும் வட்டங்களைையும் 
மறைைத்து வைைக்கலாாம். செெவ்வகத்தின் 
பரப்பளவைை அடைையாாளப்படுத்தவும். 
சிலைைடரின் மதிப்பைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும். 
பரப்பளவு 224 ஆவது எப்போ�ோது ?
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வே�றொ�ொரு செெவ்வகக் கணக்கு:

ஒரு சதுரத்திலிருந்து 2 மீட்டர் அகலம் உள்ள ஒரு துண்டு வெ�ட்டி மாாற்றப்படுகிறது.

மீதி உள்ள செெவ்வகத்தின் பரப்பளவு 99 சதுர மீட்டர்; சதுரத்தின் பக்கங்களின் நீளம் என்ன ?

சதுரத்தின் பக்கங்களின் நீளம் x என எடுத்தாால், மீதியுள்ள செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளம் 

x மீட்டர், x − 2 மீட்டர் என ஆகும்:

மீதியுள்ள செெவ்வகத்தின் பரப்பளவு x(x − 2) = x2 − 2x சதுர மீட்டர் எனவும் ஆகும்.

அப்போ�ோது பிரச்சனை�யில் இயற்கணித வடிவம் பின்வருமாாறு ஆகும்.

x2 − 2x = 99 எனில் x என்ன ?

x2 + 2x ஐப் போ�ோல் x2 − 2x ஐயும் வர்க்க வடிவத்திலாாக்க இயலுமாா ?
எட்டாாம் வகுப்பில் உள்ள வே�று ஒரு சமன்பாாட்டைை நினை�வு கூரவும்:

x2 − 2x + 1 = (x − 1)2

இனி பிரச்சனை�யில் x ஐக் கண்டுபிடிக்கலாாம் அல்லவாா
	 x2 − 2x 	= 	 99
	 x2 − 2x + 1	 =	 100
	 (x − 1)2 	=	 100
	 x − 1	 = 	 10
	 x 	= 	 11

சதுரத்தின் பக்கங்களின் நீளம் 11 மீட்டர்.
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வே�றொ�ொரு கணக்கு:

ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் செெங்குத்துப் பங்கங்களில் ஒன்றின் நீளம், மற்ற 
பக்கத்தின் நீளத்தைைவிட 5 செென்டிமீட்டர் அதிகமாாகும். முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவு 12 
சதுர செென்டிமீட்டர். இந்தப் பக்கங்களின் நீளம் என்ன?

செெங்குத்துப் பக்கங்களில் சிறிய பக்கத்தின் நீளம் x என எடுத்தாால், மற்ற பக்கத்தின் நீளம் 
x + 5 ஆகும்;  பரப்பளவு ?

அப்போ�ோது தரப்பட்டுள்ள தகவல்களைை இயற்கணித வடிவில் ஆக்கினாால்

2

1 x(x + 5) = 12

எனக் கிடைைக்கும். இதைையே�
x2 + 5x = 24

என எழுதலாாம்.

x2 + 5x உடன் எந்த எண்ணை�க் கூட்டினாால், x2 + 2ax + a2  என்ற வடிவிலாாகும் ?

x2 + 5x = x x2
2

52 #+ c m
என எழுதிப் பாார்க்கவும்.

இதனை� வர்க்க வடிவிலாாக்க, கூட்ட வே�ண்டிய எண் எது ?

x x x2
2

5

2

5

2

52
2 2

#� � � �c c cm m m

இப்போ�ோது நமது சமன்பாாட்டின் இருபுறமும் 
2

5

4

25
2

=c m  ஐக் கூட்டலாாம்.

x x5
4

25
24

4

252 � � � �

அதாாவது

x
2

5

4

121
2

� �c m
இதிலிருந்து

x
2

5

4

121

2

11� � �

என்றும், அதிலிருந்து

x
2

11

2

5
3� � �

என்றும் கணக்கீடு செெய்யலாாம்.

அதாாவது செெங்குத்துப் பக்கங்களின் நீளம் 3 செென்டிமீட்டரும், 8 செென்டிமீட்டரும்,
இனி பின்வரும் கணக்கைைச் செெய்து பாார்க்கவும்:

சுற்றளவு 100 மீட்டரும், பரப்பளவு 525 சதுர மீட்டரும் உள்ள ஒரு செெவ்வகத்தைை உருவாாக்க 
வே�ண்டும். அதன் பக்கங்களின் நீளம் எவ்வளவாாக இருக்க வே�ண்டும் ?

செெவ்வகத்தின் நீளம், அகலம் இவற்றின் தொ�ொகைை 50 மீட்டர் அல்லவாா. அப்போ�ோது, ஒரு பக்கத்தின் 
நீளம் x மீட்டர் என எடுத்தாால், மற்ற பக்கத்தின் நீளம் 50 − x மீட்டர்; பரப்பளவு x(50 − x) = 50x − x2 

சதுர மீட்டர். அப்போ�ோது பிரச்சனை�யைைப் பின்வருமாாறு எழுதலாாம்:

50x − x2 = 525 ஆக வே�ண்டுமெ�னில்  x  என்னவாாக வே�ண்டும்?
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50x − x2 ஐ வர்க்க வடிவில் எழுத இயலாாது அல்லவாா. சமன்பாாட்டைைச் சற்று மாாற்றி எழுதலாாம். 
50x என்ற எண்ணிலிருந்து x2 ஐக் கழித்தாால் 525 கிடைைக்க வே�ண்டுமெ�னில், அதைைத் திருப்பிக் 
கழித்தாால் அதன் குறைையாான −525 கிடைைக்க வே�ண்டும் அல்லவாா. அப்போ�ோது பிரச்சனை�யைைப் 
பின்வருமாாறு எழுதலாாம்:

x2 − 50x = −525 ஆக வே�ண்டும் எனில் x என்னவாாக இருக்க வே�ண்டும் ?

இனி x2 − 50x உடன் ஓர் எண்ணை�க் கூட்டி வர்க்க வடிவிலாாக்க வே�ண்டும். கூட்ட வே�ண்டிய 
எண் எது ?

x2 − 50x + 625 = (x − 25)2 

இனி நம்முடைைய பிரச்சனை�க்குப் பின்வருமாாறு தீர்வு காாணலாாம்:

	 x2 − 50x 	= 	 −525

	 x2 − 50x + 625	 =	 −525 + 625 = 100

	 (x − 25)2 	=	 100

	 x − 25	 = 	 10

	 x 	= 	 35

அதாாவது, செெவ்வகத்தின் பக்கங்கள் 35 மீட்டரும் 15 மீட்டரும். 

இந்தக் கணக்கைை வே�றொ�ொரு முறைையிலும் செெய்யலாாம்;

சுற்றளவு 100 மீட்டர் உள்ள சதுரத்தின் ஒரு பக்கத்தின் நீளம் 25 மீட்டரல்லவாா; எனவே�, 
பரப்பளவு 625 சதுர மீட்டர்.

கணக்கில் செெவ்வகத்தின் பரப்பளவு 525 சதுர மீட்டர் அல்லவாா; எனவே� அது சதுரமல்ல. அதனாால் 
எல்லாாப் பக்கங்களின் நீளம்  25 மீட்டருமல்ல.

இரண்டு பக்கங்களின் நீளம் 25 மீட்டரைைவிட அதிகம் எனில், சுற்றளவு 100  மீட்டரைைவிட 
அதிகமாாகும் ; இரண்டும் 25 மீட்டரைைவிடக் குறைைவு எனில், சுற்றளவு 100 மீட்டரைைவிடக் 
குறைைவாாகும். அப்போ�ோது ஒரு பக்கத்தின் நீளம் 25 மீட்டரைைவிட அதிகமாாகவும், மற்ற பக்கத்தின் 
நீளம் 25 மீட்டரைைவிடக் குறைைவாாகவும் இருக்க வே�ண்டும்.

இந்த நீளங்களின் தொ�ொகைை 50 ஆக வே�ண்டுமெ�னில் (ஏன்?), கூடியதும் குறைைந்ததும் ஒரேே 
அளவில் இருக்க வே�ண்டும்.

அது x மீட்டர் என எடுத்தாால், பக்கங்களின் நீளம் 25 + x மீட்டர், 25 − x மீட்டர் என ஆகும்; 

பரப்பளவு (25 + x)(25 − x) சதுர மீட்டர்.

அப்போ�ோது கணக்கின் இயற்கணித வடிவம் பின்வருமாாறு ஆகும்:

(25 + x)(25 − x) = 525 ஆக வே�ண்டும் எனில் x என்ன ஆக வே�ண்டும் ?

இதில் (25 + x)(25 − x) என்பதைைப் பின்வருமாாறு எழுதலாாம் அல்லவாா.

(25 + x)(25 − x) = 625 – x2

(எட்டாாம் வகுப்பில் சர்வசம வாாக்கியங்கள் என்ற பாாடத்தில் வர்க்க வித்தியாாசம் என்ற பகுதி). 

இதைைப் பயன்படுத்தி வினாாவைை பின்வருமாாறு எழுதலாாம்:
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625 – x2 = 525 ஆக வே�ண்டும் எனில் x என்ன?

இதிலிருந்து x2 = 625 – 525 = 100 என்றும், தொ�ொடர்ந்து  

x = 10 என்றும் காாணலாாம் அல்லவாா.

அதாாவது, பக்கங்களின் நீளம் 25 + 10 = 35 மீட்டரும்  

25 – 10 = 15 மீட்டரும்.

a என்ற பெெயரில் min = 2,  
max = 10 ஆன ஒரு 
சிலைைடர் உருவாாக்கி, நீளம் 

a ஆன ஒரு கோ�ோடு வரைைந்து அதன் 
மைையப்புள்ளியைையும் செெங்குத்து இரு 
சமவெ�ட்டியைையும் அடைையாாளப்படுத்தவும். 
மைையப்புள்ளியைை மைையமாாகவும் ஆரம் 

a − 2 ஆன ஒரு வட்டம் வரைையவும். 
வட்டம் செெங்குத்து இருசமவெ�ட்டியுடன் 
சந்திக்கும் புள்ளியைை அடைையாாளப்படுத்தி 
முக்கோ�ோணத்தைை பூர்த்தி செெய்யவும். 
முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவைை 
அடைையாாளப்படுத்தவும். சிலைைடரின் 
மதிப்பைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும். பரப்பளவு 
எப்போ�ோது 12 ஆகும்?(1)	 கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ளது போ�ோல் ஒரு 

இருசமபக்க முக்கோ�ோணம் உருவாாக்க 
வே�ண்டும்.

	 உயரம், அடிப்பபக்கத்தைை விட 2 
மீட்டர் குறைைவு ஆக வே�ண்டும்; பரப்பளவு 12 சதுர மீட்டர் ஆக வே�ண்டும் 
முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் நீளம் என்னவாாக இருக்க வே�ண்டும் ?

(2) 	ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தின் இரண்டு மடங்கில் இருந்து 
ஒரு செென்டிமீட்டர் குறைைத்ததேே அதன் செெங்குத்துப் பக்கம்; இரண்டு மடங்குடன் 
ஒரு செென்டிமீட்டர் கூட்டியதேே அதன் கர்ணம். பக்கங்களின் நீளம் எவைை ?

(3) 	 2.6 மீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு கம்பு சுவரில் சாாய்வாாக 
வைைக்கப்பட்டுள்ளது. கம்பின் அடிப்பக்கம், சுவரிலிருந்து 1 
மீட்டர் தூரத்தில் உள்ளது. கம்பின் அடிப்பக்கத்தைைச் சற்று 
முன்னோ�ோக்கி நகர்த்தியபோ�ோது, மே�ல் பக்கம் அதேே தூரம் 
கீழ் நோ�ோக்கி நகர்ந்தது. எவ்வளவு தூரம் முன்னோ�ோக்கி 
நகர்த்தப்பட்டது ?

(4)	 அடுத்தடுத்த இரண்டு ஒற்றைை எண்களின் பெெருக்கற்பலன் 

195 எனில் எண்கள் எவைை ?

(5)	 5, 7, 9, ... என்ற கூட்டுத் தொ�ொடரின் முதல் எத்தனை� உறுப்புகளைைக் கூட்டினாால்  140  
கிடைைக்கும் ?
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இரண்டு விடைைகள்
இருபடி பல்லுறுப்புகளின் பட வடிவத்தைை ஒன்பதாாம் வகுப்பில் பல்லுறுப்புப் படங்கள் என்ற 
பாாடத்தில் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா (இருபடி பல்லுறுப்புகள் என்ற பாாகம்).
எடுத்துக்காாட்டாாக, p(x) = x2 − 4x + 3

என்ற பல்லுறுப்பின் படம் ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் பின்வருமாாறு வரைைந்து கிடைைக்கும்.
பல்லுறுப்பின் படம் கிடைைமட்ட 
மாான கோ�ோட்டைை வெ�ட்டி 
செெல்வது, 1, 3 ஆகிய எண்கள் 
அடைையாாளப்படுத்தப்பட்டுள்ள 
புள்ளிகள் வழி அல்லவாா.
அப்போ�ோது p(1), p(3) இவைை எந்த 
எண்கள் ஆக வே�ண்டும் ?
பொ�ொதுவாாக, கிடைைமட்டமாான 
கோ�ோட்டில் x என்ற எண்ணை� 
அடைையாாளப்படுத்திய புள்ளியைை 
எ டு த் தாா ல் ,  இ தி லி ரு ந் து 
பல்லுறுப்பின் பட வடிவத்திற்கு 
உள்ள உயரமல்லவாா p(x).
எடுத்துக்காாட்டாாக,

p(4) = 42 − (4 × 4) + 3 = 3
எனக் கணக்கீடு செெய்யலாாம். 
படத்திலிருந்து, கிடைைமட்டமாான 

கோ�ோட்டில் 4 என்ற புள்ளியிலிருந்து பல்லுறுப்பின் பட வடிவத்தில் உள்ள உயரம் 3 என்றும் 
கணக்கீடு செெய்யலாாம்.:
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கிடைைமட்டமாான கோ�ோட்டில் 1, 3 இடங்களிலிருந்துள்ள இந்த உயரம் பூஜ்ஜியம் அல்லவாா. 
அப்போ�ோது, p(1), p(3) இவைை பூஜ்ஜியமாா ?

பரிசோ�ோதனை� செெய்து பாார்க்கவும்:

p(1) = 12 − (4 × 1) + 3 = 1 − 4 + 3 = 0

p(3) = 32 – (4 × 3) + 3 = 9 − 12 + 3 = 0

இவ்வாாறு படம் வரைையாாமலே�யே� p(x) = 0 ஆகும் x, எந்த எண் என்று இயற்கணிதம் மூலம் 
கணக்கீடு செெய்ய இயலுமாா ?

வினாா பின்வருமாாறு:

x2 − 4x + 3 = 0 ஆக வே�ண்டும் எனில் x என்ன ஆக வே�ண்டும் ?

முன்பு செெய்த கணக்குகள் போ�ோல இதைைச் செெய்ய இயலுமாா?

x2 − 4x + 3 உடன் ஏதேேனும் எண்ணை�க் கூட்டி (x − a)2 என்ற வடிவத்தில் ஆக்க இயலுமாா ?

	 x2 − 4x + 4 	= 	(x − 2)2  

எனத் தெெரியும் அல்லவாா. இதைைப் பின்வருமாாறு எழுதலாாம்.	

	 (x2 − 4x + 3) + 1 	= 	(x − 2)2

இனி நமக்குத் தேேவைையாான x கணக்கீடு செெய்யலாாம் அல்லவாா.
	 x2 − 4x + 3	=	 0

	 x2 − 4x + 3 + 1	=	 0 + 1

	 x2 − 4x + 4	= 	1

	 (x − 2)2	= 	1

	 x − 2 	=	 1

	 x  	= 	3

அதாாவது, முன்பு கண்டுபிடித்தது போ�ோல, p(3) = 0

ஆனாால், p(1) = 0 என்றும் முன்பு பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா. வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறினாால்,  

x = 1 என்பது x2 − 4x + 3 = 0 சமன்பாாட்டின் தீர்வாாகும்.

இந்த விடைை கிடைைக்காாதது ஏன் ?

இயற்கணித முறைையில் தீர்வு கண்டுபிடித்த வழிமுறைைகளில் மீண்டும் ஒரு முறைை பாார்க்கலாாம். 
இதில் ஓர் இடத்தில்

	 (x − 2)2	= 	1

எனக் கிடைைத்ததல்லவாா ? 

அதிலிருந்து x − 2 = 1 எனவும் எழுதினோ�ோம்.

ஒரு எண்ணின் வர்க்கம் 1 எனில் எண் 1 மட்டும்தாான் ஆகுமாா ?

(−1) இன் வர்க்கம் என்ன ?
(−1)2 = (−1) × (−1) = 1

(ஒன்பதாாம் வகுப்பில் குறைை எண்கள் என்ற பாாடத்தில் ஊசலாாட்டம் என்ற பகுதி).
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அப்போ�ோது நம்முடைைய கணக்கில்,

	 (x − 2)2	= 	1

என்பதிலிருந்து
	 x − 2	= 	1 அல்லது x − 2 =  −1

என்று கூற இயலும். இதில்
x − 2 =  1 என எடுத்தாால், x = 1 + 2 = 3

x − 2 = −1 என எடுத்தாால், x = −1 + 2 = 1

இப்போ�ோது இயற்கணித முறைையிலும் p(x) = 0 ஆக x எடுக்கக்கூடிய இரண்டு எண்களும் 
கிடைைத்ததல்லவாா?

அப்போ�ோது வே�றொ�ொரு வினாா: இதுவரைை செெய்த கணக்குகளில் எல்லாாம் இவ்வாாறு குறைை 
வர்க்கமூலம் எடுத்திருந்தாால், வே�றொ�ொரு விடைையும் கிடைைத்திருக்குமாா?

எடுத்துக்காாட்டாாக, முன்பு செெய்த ஒரு செெவ்வகக் கணக்கைைக் பாார்ப்போ�ோம்: பெெரிய பக்கத்திற்குச் 
சிறிய பக்கத்தைைவிட இரண்டு மீட்டர் அதிக நீளமும், பரப்பளவு 224 சதுர மீட்டருமாான செெவ்வகம்.

இதன் பக்கங்களைைக் கணக்கிட சிறிய பக்கத்தின் நீளம் x மீட்டர் என எடுத்தாால்,  

(x + 1)2 = 225 எனக் கிடைைக்கும் எனப் பாார்த்தோ�ோம். தொ�ொடர்ந்து x + 1 = 15 என எடுத்து, சிறிய 
பக்கத்தின் நீளம் 14 மீட்டர் எனக் கணக்கீடு செெய்தோ�ோம்.

இயற்கணிதத்தைை மட்டும் பாார்த்தாால் x + 1 = −15 என்றும் ஆகலாாம்: அதாாவது x = −16

ஆனாால் இந்தக் கணக்கில் x செெவ்வகத்தின் பக்கமாானதாால், அது ஒரு மிகைை எண்ணாாகும், 
அப்போ�ோது x = −16 என்ற விடைை செெவ்வக கணக்கிற்கு உகந்ததல்ல.

முன்பு செெய்த வே�றொ�ொரு செெவ்வகக் கணக்கைைப் பாார்ப்போ�ோம்: சுற்றளவு 100 மீட்டரும், பரப்பளவு 

525 சதுர மீட்டரும் ஆன செெவ்வகம்.

இதில் ஏதேேனும் ஒரு பக்கத்தின் நீளம் x மீட்டர் என எடுத்தாால் (x − 25)2 = 100 எனக் 
கண்டுபிடித்தோ�ோம். இதிலிருந்து, x − 25 = 10 என எடுத்து, ஒரு பக்கம் 35 மீட்டர், மற்ற பக்கம் 

50 − 35 = 15 மீட்டர் என்றும் கணக்கீடு செெய்தோ�ோம்.

குறைைவர்க்கமூலத்தைை எடுத்தாால் ?

 x − 25 = −10 என்றும் இதிலிருந்து x = 15 என்றும் கிடைைக்கும். அதாாவது, ஒரு பக்கத்தின் நீளம்  

15 மீட்டர் என்றும் மற்ற பக்கத்தின் நீளம் 50 – 15 = 35 என்றும் கிடைைக்கும்.

அப்போ�ோது இந்தக் கணக்கில் இரண்டு வர்க்கமூலங்களில் எதைை எடுத்தாாலும் ஒரேே செெவ்வகமே� 
கிடைைக்கிறது. பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால், ஒரு நடைைமுறைை பிரச்சனை�யைை இயற்கணித 
சமன்பாாடாாக்கிக் கணித முறைையில் மட்டும் சிந்திக்கும்போ�ோது, ஒன்றுக்கு அதிகம் விடைைகள் 
கிடைைக்கலாாம். இவற்றில் சில மட்டுமோ�ோ அல்லது அனை�த்துமோ�ோ நடைைமுறைை பிரச்சனை�க்குப் 
பொ�ொருத்தமாானதல்ல என்றும் இருக்கலாாம்.

அப்போ�ோது சாாதாாரணமாாக இயற்கணித முறைையில் எல்லாா விடைைகளும் கண்டுபிடிப்பதும், 
தொ�ொடர்ந்து இவற்றிலிருந்து சூழலுக்குப் பொ�ொருத்தமாானவற்றைை மட்டும் எடுப்பதேே வழக்கம்.
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இனி இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

99, 97, 95, ... என்ற கூட்டுத் தொ�ொடரில் முதல் எத்தனை� உறுப்புகளைைக் கூட்டினாால் 900 
கிடைைக்கும் ?

இந்தத் தொ�ொடரின் n ஆவது உறுப்பு 101 − 2n எனவும், அதிலிருந்து முதல் n உறுப்புகளின் தொ�ொகைை
101n − n(n + 1) = 100n − n2

என்றும் கணக்கீடு செெய்யலாாம் அல்லவாா. அப்போ�ோது வினாாவின் இயற்கணித வடிவத்தைைப் 
பின்வருமாாறு எழுதலாாம்:

100n − n2 = 900 ஆக வே�ண்டும் எனில் n எதுவாாக இருக்க வே�ண்டும் ?

இதைைப் பின்வருமாாறு கணக்கீடு செெய்யலாாம்:

	 100n − n2	 =	 900
	 n2 − 100n	 =	 −900
	 n2 − 100n + 502	 =	 −900+ 2500
	 (n − 50)2 	= 	 1600
இதிலிருந்து என்ன கிடைைக்கிறது ?
1600 என்பது 40 னுடைையவும் −40 னுடைையவும் வர்க்கமல்லவாா.
அப்போ�ோது மே�லே� உள்ள சமன்பாாட்டில் இருந்து

n − 50 = 40 அல்லது n − 50 = −40
என இரண்டு விடைைகள் கிடைைக்கும். அதாாவது

n = 90 அல்லது n = 10

அப்போ�ோது இந்தக் கூட்டுத் தொ�ொடரின் முதல் 10 உறுப்புகளைைக் கூட்டினாாலும், முதல் 90 
உறுப்புகளைைக் கூட்டினாாலும்  900 தாான் கிடைைக்கும்.

(1) 	ஓர் எண்ணை�யும், அதனுடன் 2 கூட்டியதைையும் பெெருக்கியபோ�ோது 168 கிடைைத்தது. 
எண்கள் எவைை ?

(2) 	தொ�ொகைை 4 உம், பெெருக்கற்பலன் 2 உம் ஆன இரண்டு எண்களைைக் 
கண்டுபிடிக்கவும்.

(3) 	 55, 45, 35, ... என்ற கூட்டுத் தொ�ொடரைைப் பாார்க்கவும்.
	 (i) 	 இதில் முதல் எத்தனை� உறுப்புகளைைக் கூட்டினாால் 175 கிடைைக்கும் ?

	 (ii)	 முதல் எத்தனை� உறுப்புகளைைக் கூட்டினாால் 180 கிடைைக்கும் ?

	 (iii)	முதல் எத்தனை� உறுப்புகளைைக் கூட்டினாால் 0 கிடைைக்கும் ?
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கோ�ோணங்களும் பக்கங்களும்
இந்த முக்கோ�ோணத்தைைப் பாார்க்கவும்:

இதன் பிற இரண்டு பக்கங்களின் நீளம் எவ்வளவு ?

இரண்டு கோ�ோணங்கள் 90° உம், 45° உம் ஆனதாால், மூன்றாாவது கோ�ோணம் 45° ஆகும்.

இரண்டு கோ�ோணங்கள் சமமாானதாால், அவற்றின் எதிப்பக்கங்களும் சமமாாகும். (எட்டாாம் வகுப்பில் 
சமமுக்கோ�ோணங்கள் என்ற பாாடத்தில் இருசமபக்க முக்கோ�ோணங்கள் என்ற பகுதி).

மூன்றாாவது பக்கம் ?

அதன் நீளம் 2  செென்டிமீட்டர் என்று ஒன்பதாாம் வகுப்பில் புதிய எண்கள் என்ற பாாடத்தில் 
அளவுகளும் எண்களும் என்ற பகுதியில் கற்றிருக்கிறோ�ோம்.

66 முக்கோ�ோணவியல்முக்கோ�ோணவியல்
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இனி பின்வரும் முக்கோ�ோணத்தின் பிற இரண்டு பக்கங்களின் நீளங்களைைக் கணக்கீடு 
செெய்யலாாமாா ?

முதல் முக்கோ�ோணத்திற்கும் இந்த முக்கோ�ோணத்திற்கும் ஒரேே கோ�ோணங்களல்லவாா ?

ஒரேே கோ�ோணங்கள் உள்ள முக்கோ�ோணங்களில், சமமாான கோ�ோணங்களுக்கு எதிரேேயுள்ள 
பக்கங்களின் நீளம் மாாறுவது ஒரேே அளவு வீதத்திலாாகும். (அதாாவது, ஒரேே மடங்கு அல்லது பாாகம் 
ஆகும்) என்று ஒன்பதாாம் வகுப்பில் வடிவொ�ொத்த முக்கோ�ோணங்கள் என்ற பாாடத்தில் கற்றிருக்கிறோ�ோம்.

இங்கு பெெரிய முக்கோ�ோணத்தில் 45° கோ�ோணத்தின் எதிர்ப்பக்கம், சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் அதேே 
கோ�ோணத்தின் எதிர்ப்பக்கத்திற்கு மூன்று மடங்காாகும்.

அப்போ�ோது பெெரிய முக்கோ�ோணத்தில் பிற பக்கங்களின் நீளமும் இதைைப்போ�ோலச் சிறிய 
முக்கோ�ோணத்தில் உள்ள பக்கங்களின் மூன்று மடங்காாகவே� வே�ண்டும்:

இதுபோ�ோல, முக்கோ�ோணங்கள் 45°, 45°, 90° உள்ள எந்த முக்கோ�ோணத்திலும், ஒரு பக்கத்தின் 
நீளம் தெெரியுமெ�னில் பிற இரண்டு பக்கங்களின் நீளங்களைைக் கணக்கீடு செெய்யலாாம் அல்லவாா.

எடுத்துக்காாட்டாாக இத்தகைைய ஒரு முக்கோ�ோணத்தின் ஒரு செெங்குத்துப் பக்கம் 
2

1  மீட்டர் எனில் 

பிற இரண்டு பக்கங்கள் 
2

1  மீட்டரும் 
2

1
2  மீட்டரும் ஆகும்.

இதைைப் பொ�ொதுவாாக எவ்வாாறு கூறலாாம் ?

கோ�ோணங்கள் 45°, 45°, 90° உள்ள எந்த முக்கோ�ோணத்திலும் இரண்டு சிறிய பக்கங்களுக்கும் 
ஒரேே நீளமாாகும்; இந்த நீளத்தின் 2  மடங்கேே பெெரிய பக்கத்தின் நீளம்
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இனி பின்வரும் முக்கோ�ோணத்தைைப் பாார்க்கவும்:

இதில் பிற இரண்டு பக்கங்களைை எவ்வாாறு கணக்கீடு செெய்யலாாம் ?

இது போ�ோன்ற வே�றொ�ொரு முக்கோ�ோணத்தைைச் சேேர்த்து வைைத்தாால் ஒரு சமபக்க முக்கோ�ோணம் 
கிடைைக்கும் அல்லவாா.

இந்தச் சமபக்க முக்கோ�ோணத்தில் அடிப்பக்கம் 2 செென்டிமீட்டர் ஆனதாால், பிற இரண்டு பக்கங்களின் 
நீளங்களும் 2 செென்டிமீட்டர் ஆகும்.

இதன் உயரம் 3  செென்டிமீட்டர் என்றும் ஒன்பதாாம் வகுப்பில் கற்றிருக்கிறோ�ோம் (புதிய எண்கள் 
என்ற பாாடத்தில் அளவுகளும் எண்களும் என்ற பகுதி).

அப்போ�ோது முதலில் வரைைந்த முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் நீளங்கள் எல்லாாம் கிடைைத்ததல்லவாா.

இனி கோ�ோணங்கள் 30°, 60°, 90° உள்ள வே�றொ�ொரு முக்கோ�ோணத்தைைப் பாார்க்கவும்:
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இதில் 30° கோ�ோணத்தின் எதிர்பக்கம், சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் 30° கோ�ோணத்தின் எதிர்பக்கத்தின் 
இரண்டு மடங்காாகும். அப்போ�ோது மற்ற கோ�ோணங்களின் எதிர்பக்கங்களும் இரண்டு மடங்காாக 
வே�ண்டும் அல்லவாா.

இத்தகைைய முக்கோ�ோணங்களில் எல்லாாம் பக்கங்களுக்கிடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பைை எவ்வாாறு 
கூறலாாம் ?

கோ�ோணங்கள் 30°, 60°, 90° உள்ள எந்த முக்கோ�ோணத்திலும் மிகச்சிறிய பக்கத்தின் 3  

மடங்கு நடுத்தரப் பக்கம்; மிகச் சிறிய பக்கத்தின் இரண்டு மடங்கு மிகப்பெெரிய பக்கம்.

இதைைப் பயன்படுத்தி ஒரு கணக்கு செெய்யலாாம்:

ஒரு செெவ்வகப் பலகைையைை மூலைைவிட்டத்தின் வழியாாக வெ�ட்டி கீழே� காாட்டி இருப்பது 
போ�ோல் மாாற்றி அடுக்கி ஒரு சமபக்க முக்கோ�ோணம் உருவாாக்க வே�ண்டும்:

முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள் 50 செென்டிமீட்டர் ஆக வே�ண்டும். செெவ்வகத்தின் நீளமும் 
அகலமும் எவ்வளவு இருக்க வே�ண்டும்?

செெவ்வகத்தின் மூலைைவிட்டமல்லவாா முக்கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கம். அப்போ�ோது அது 50 
செென்டிமீட்டர் ஆக வே�ண்டும்.
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முக்கோ�ோணங்களைைச் சேேர்த்து வைைக்கும்போ�ோது கிடைைக்க வே�ண்டியது சமபக்க முக்கோ�ோணம் 
ஆனதாால், இந்த முக்கோ�ோணங்களின் கோ�ோணங்கள் 30°, 60°, 90° ஆக வே�ண்டும்.

இத்தகைைய ஒரு முக்கோ�ோணத்தில், மிகச் சிறிய பக்கத்தின் இரண்டு மடங்கல்லவாா மிகப்பெெரிய 
பக்கம். இங்கு மிகப் பெெரிய பக்கத்தின் நீளம் 50 செென்டிமீட்டர்; அப்போ�ோது மிகச் சிறிய பக்கத்தின் 
நீளம் 25 செென்டிமீட்டர்; மூன்றாாவது பக்கத்தின் நீளம் ?

இப்போ�ோது செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளம் கிடைைத்ததல்லவாா ? 

இதுபோ�ோலப் பின்வரும் கணக்கைைச் செெய்து பாார்க்கவும்:

இரண்டு செெவ்வகங்களைை மூலைைவிட்டங்கள் வழியாாக வெ�ட்டி முக்கோ�ோணங்கள் ஆக்கி, 
வே�றொ�ொரு செெவ்வகத்துடன் சேேர்த்து வைைத்து, கீழே� தரப்பட்டுள்ளது போ�ோல ஓர் ஒழுங்கு 
அறுகோ�ோணம் உருவாாக்க வே�ண்டும்:

அறுகோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் நீளம் 30 செென்டிமீட்டர் ஆக வே�ண்டுமெ�னில் 
செெவ்வகங்களின் நீளமும் அகலமும் எவ்வளவு இருக்க வே�ண்டும் ?



கணிதம் (Mathematics) பகுதி - I

102

X

(1)	 கீழே� தரப்பட்டுள்ள இணை�கரங்களின் பரப்பளவைைக் கணக்கிடவும்.

சில பரப்பளவுகளைைக் கணக்கீடு செெய்வதற்கும் இக்கருத்துகளைைப் பயன்படுத்தலாாம். 
எடுத்துக்காாட்டாாகப் பின்வரும் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

கீழே� வரைையப்பட்டுள்ள முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவு எவ்வளவு ?

இந்த முக்கோ�ோணத்தின் இரண்டு பக்கங்களும் ஒரேே நீளமாானதாால்  அவற்றிற்கு எதிரேே உள்ள 
கோ�ோணங்களும் ஒரேே அளவாாக இருக்கும். மே�லே� உள்ள கோ�ோணம் 120° ஆனதாால், பிற இரண்டு 
கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 60°; அவைை சமமாானதாால் ஒவ்வொ�ொன்றும் 30°.

மே�ல் உச்சியிலிருந்து அடிப்பக்கத்திற்கு வரைையும் செெங்குத்துக்கோ�ோடு மே�லே� உள்ள கோ�ோணத்தைைச் 
சமமாாக வெ�ட்டுமல்லவாா (எட்டாாம் வகுப்பில் சமபக்க முக்கோ�ோணங்கள் என்ற பாாடத்தில் இரு 
சமபக்க முக்கோ�ோணங்கள் என்ற பகுதி).

இனி இந்தச் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் நீளத்தைையும் முக்கோ�ோணத்தின் அடிப்பக்கத்தின் நீளத்தைையும் 
கணக்கீடு செெய்யலாாம் அல்லவாா.

அப்போ�ோது முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவு 2 2 3 4 3# =  சதுர செென்டிமீட்டர். 
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(2)	 கீழே� தரப்பட்டுள்ள முக்கோ�ோணங்களின் பரப்பளவைைக் காாண்க.

புதிய கோ�ோண அளவுகள்
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

45° கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தில், உச்சியிலிருந்து 3 செென்டிமீட்டர் 
தூரத்தில் உள்ள புள்ளியிலிருந்து, மற்ற பக்கத்திற்குச் செெங்குத்துக் கோ�ோடு 
வரைையப்பட்டுள்ளது.

இந்தச் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரமும் கோ�ோணத்தின் 
உச்சியிலிருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் அடிப்பக்கத்திற்கு 
உள்ள தூரமும் 

2

3  செென்டிமீட்டர் என்று முன் பகுதியில் 
உள்ள கணக்குகளிலிருந்து கற்றிருக்கிறோ�ோம் 
அல்லவாா.

முதலில் எடுத்த புள்ளி, கோ�ோணத்தின் உச்சியில் இருந்து 

3
2

1  செென்டிமீட்டர் தூரத்தில் எனில் ?
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பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால் முதல் புள்ளி கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தில் எந்த தூரத்தில் எடுத்தாாலும், 
மற்ற பக்கத்திற்குள்ள செெங்குத்துக்கோ�ோட்டின் உயரமும், உச்சியிலிருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் 
அடிப்பக்கத்திற்கு உள்ள தூரமும், முதலில் எடுத்த தூரத்தின் 

2

1  பாாகமாாகவே� இருக்கும்.

45° கோ�ோணத்திற்குப் பதில், 30° கோ�ோணமாானாால் ?

60° கோ�ோணமாானாால் ?

பிற கோ�ோணங்களைை எடுத்தாாலும் இதுபோ�ோல செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரமும், உச்சியில் இருந்து 
செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் அடிப்பக்கத்திற்கு உள்ள தூரமும், புள்ளிக்குள்ள தூரத்தின் குறிப்பிட்ட 
பாாகமாாக இருக்குமாா? இந்தப் படங்களைைப் பாார்க்கவும்:
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ஒரு கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்திற்கு, உச்சியிலிருந்து வே�றுபட்ட தூரங்களில், இரண்டு புள்ளிகளைை 
எடுத்து, அவற்றிலிருந்து மற்ற பக்கத்திற்குச் செெங்குத்துக் கோ�ோடுகள் வரைையப்பட்டுள்ளன.

இவ்வாாறு கிடைைக்கின்ற இரண்டு முக்கோ�ோணங்களின் கோ�ோணங்கள் எல்லாாம் 
சமமாானதினாால், பக்கங்களின் நீளங்கள் மாாறுவது ஒரேே அளவு வீதத்தில் ஆகும். அப்போ�ோது 
இடது முக்கோ�ோணத்தில் உள்ள பக்கங்களின் நீளங்களைை அளவுகளின் வரிசைையில்  

p, q, r என எடுத்தாால், வலது முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள் இதேே வரிசைையில், p, q, r என்ற 
எண்களைை ஒரேே எண்ணாால் பெெருக்கியது ஆகும். இந்த எண்ணை� k என எடுத்தாால், வலது 
முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் நீளம்  kp, kq, kr:

இடது முக்கோ�ோணத்தில் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரம், உச்சியில் இருந்து புள்ளிக்குள்ள 

தூரத்தின்  p
r  பாாகமும் உச்சியிலிருந்து செெங்குத்துக்கோ�ோட்டின் அடிபக்கத்திற்குள்ள தூரம், 

புள்ளிக்குள்ள தூரத்தின் p
q
 பாாகமும் அல்லவாா.

வலது முக்கோ�ோணத்தில் ?

இந்தப் பாாகங்கள் kp
kr

p
r=  யும் kp

kq
p
q=  யும் ஆகும்.

அதாாவது, இந்தப் பாாகங்கள் மாாறுவதில்லைை.

அப்படியாானாால் பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம் ?

ஒரு கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்திற்கு, உச்சியிலிருந்து பல தூரங்களில் புள்ளிகள் எடுத்தாால், 
அந்தப் புள்ளிகளிலிருந்து மற்ற பக்கத்திற்கு வரைையும் செெங்குத்துக் கோ�ோடுகளின் உயரமும், 
உச்சியில் இருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோடுகளின் அடிப்பக்கங்களுக்கு உள்ள தூரமும் மாாறும்; 
ஆனாால் இவைை ஒவ்வொ�ொன்றும் புள்ளிக்குள்ள தூரத்தின் எத்தனை� பாாகம் என்பது 
மாாறுவதில்லைை.

45°, 60°, 30° என்னும் கோ�ோணங்களில் இந்தப் பாாகங்கள் கணக்கீடு செெய்யப்பட்டுள்ளது அல்லவாா; 
பிற கோ�ோணங்களில் இவற்றைைக் கணக்கீடு செெய்வது அவ்வளவு எளிதல்ல. ஆனாால் பல 
ஆண்டுகளுக்கு முன்னரேே கணித அறிஞர்கள் 90° ஐ விட குறைைவாான எல்லாா கோ�ோணங்களிலும் 
இந்தப் பாாகங்களைைக் கணக்கீடு செெய்வதற்காான முறைைகளைைக் கண்டுபிடித்ததுடன், அவ்வாாறு 
கணக்கீடு செெய்த எண்களைை அட்டவணை�ப்படுத்தவும் செெய்தனர்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, 40° கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தில் உள்ள புள்ளியிலிருந்து பிற பக்கத்திற்குள்ள 
செெங்குத்துக்கோ�ோட்டின் உயரம், உச்சியிலிருந்து புள்ளிக்குள்ள தூரத்தின் தோ�ோராாயமாாக 0.6428 
பாாகம் என்றும், உச்சியிலிருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் அடிப்பக்கத்திற்குள்ள தூரம், புள்ளிக் 
குள்ள தூரத்தின் 0.7660 பாாகம் என்றும் இந்த அட்டவணை�யிலிருந்து அறியலாாம்.
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அப்போ�ோது 40° கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்திற்கு, உச்சியிலிருந்து 3 செென்டிமீட்டர் தூரத்தில் ஒரு 
புள்ளி எடுத்து, பிற பக்கத்திற்குச் செெங்குத்துக் கோ�ோடு வரைைந்தாால், இந்தச் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் 
உயரம் தோ�ோராாயமாாக

3 × 0.6428 ≈ 1.9 செென்டிமீட்டர்

என்றும், உச்சியிலிருந்து இந்தச் செெங்குத்துக்கோ�ோட்டின் அடிபக்கத்திற்குள்ள தூரம் தோ�ோராாயமாாக 

3 × 0.7660 ≈ 2.3 செென்டிமீட்டர்

என்றும் காாணலாாம்.

புள்ளிக்குள்ள தூரம் 3 மீட்டர் எனில், செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரம் தோ�ோராாயமாாக 1 மீட்டர், 
928 மில்லி மீட்டர் என்றும், உச்சியில் இருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் அடிப்பக்கத்திற்கு உள்ள 
தூரம் தோ�ோராாயமாாக 2 மீட்டர், 298 மில்லி மீட்டர் என்றும் கணக்கிடலாாம்.

இவ்வாாறு கணக்கீடு செெய்யும் எண்களுக்குச் சிறப்புப் பெெயர்கள் உண்டு. இப்போ�ோது பாார்த்த 
கணக்கில், 0.6428... என்ற எண், 40° கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தில் உள்ள ஒரு புள்ளியில் இருந்து 
மற்ற பக்கத்திற்கு வரைையும் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரம், உச்சியில் இருந்து புள்ளிக்குள்ள 
தூரத்தின் எத்தனை� பாாகம் எனக் காாட்டும் புள்ளியல்லவாா. இதைை 40° கோ�ோணத்தின் சைைன் 
(Sine of 40°) எனக் கூறுவர்; சுருக்கமாாக sin 40° என எழுதலாாம். அதாாவது

sin 40° ≈ 0.6428

இரண்டாாவது எண்ணாான 0.7660.... என்பது, 40° கோ�ோணத்தின் உச்சியிலிருந்து செெங்குத்துக் 
கோ�ோட்டின் அடிப்பக்கத்திற்குள்ள தூரம் புள்ளிக்குள்ள தூரத்தின் எத்தனை� பாாகம் எனக் குறிக்கும் 
எண்ணாாகும். இதைை, 40° யின் கொ�ொசைைன் (Cosine of 40°) எனக் கூறுவதோ�ோடு, cos 40° எனச் 
சுருக்கி எழுதலாாம். அதாாவது

cos 40° ≈  0.7660
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அடுத்துள்ள பக்கம் 

கர்ணம்

விகிதம்
ஒரு கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தில் உள்ள 
புள்ளிகளைை எல்லாாம் எடுத்தாால் பிற 
பக்கத்திலிருந்து உள்ள உயரம் மாாறுவது 
கோ�ோணத்தின் உச்சியில் இருந்துள்ள தூரம் 
மாாறுவதைைப் பொ�ொறுத்து என்று ஒன்பதாாம் வகுப்பில் 
கற்றிருக்கிறோ�ோம்.

(விகிதம் என்ற பாாடத்தில் விகித மாாற்றம் என்ற 
பகுதி). இந்த மாாற்றத்தில் விகித மாாறிலி என்ன? 

x
y

 ஐ  அல்லவாா, sin a° எனக் கூறுவது.

அதாாவது, தூரம் மாாறுவதைைப் பொ�ொறுத்து உயரம் 
மாாறுவதில் விகித மாாறிலி தாான் sin a°

இதுபோ�ோல cos a° ஐயும் வே�றொ�ொரு மாாற்றத்தின் 
விகித மாாறிலியாாகக் கூறலாாமாா ?

எதிர் பக்கம்
கர்ணம்

பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால்,

a° கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்திற்கு கோ�ோணத்தின் உச்சியிலிருந்து 

d தூரத்தில் உள்ள ஒரு புள்ளியில் இருந்து பிற பக்கத்திற்குள்ள 
செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரம் p யும் கோ�ோணத்தின் உச்சியில் 
இருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் அடிபக்கத்திற்குள்ள தூரம் q யும் 
ஆனாால்,

sin a° = d
p

cos a° = d
q

இதில் கவனிக்க வே�ண்டியது, கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தில் பல புள்ளிகள் எடுக்கும்போ�ோது d, p. 
q என்னும் எண்கள் எல்லாாம் மாாறும்; ஆனாால் sin a°, cos a° என்னும் எண்கள் மாாறுவதில்லைை.  

கோ�ோணத்தின் அளவாான a° மாாறினாால் மட்டுமே� இவைை மாாறும். அதாாவது, இவைை கோ�ோணத்தின் 
அளவைைக் குறிப்பிடும் எண்களாாகும்.

sin, cos இவற்றைைச் சற்று வித்தியாாசமாாக வே�றொ�ொரு 
முறைையிலும் கூறலாாம். அந்தக் கோ�ோணத்தின் ஒரு 
பக்கத்தின் ஒரு புள்ளியிலிருந்து மற்ற பக்கத்திற்குச் 
செெங்குத்துக் கோ�ோடு வரைையும்போ�ோது ஒரு செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணம் கிடைைக்கும் அல்லவாா.

கோ�ோணத்தின் உச்சியைையும் புள்ளியைையும் 
இணை�க்கும் கோ�ோடு இந்த முக்கோ�ோணத்தின் 
கர்ணம். புள்ளியிலிருந்து பிற பக்கத்திற்கு 
உள்ள செெங்குத்துக் கோ�ோடு, முக்கோ�ோணத்தின் a° 
கோ�ோணத்தின் எதிர் பக்கமாாகும் (Opposite side);  
கோ�ோணத்தின் உச்சியைையும் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் 
அடிப்பக்கத்தைையும் இணை�க்கும் கோ�ோட்டைை 
முக்கோ�ோணத்தின் a° கோ�ோணத்தின் அடுத்துள்ள 
பக்கம் (Adjacent side) எனக் கூறுவர். அப்போ�ோது 
sin a°, cos a° இவற்றைைப் பின்வருமாாறு கூறலாாம்:

ஒரு கோ�ோணம் a° ஆன செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தில்,

		  sin a°  =  

		  cos a° = 
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ஜியோ�ோஜிப்ராாவில், நீளம் 1 ஆன AB என்ற 
கோ�ோடு வரைையுங்கள். ஒரு Angle சிலைைடர் 
a உருவாாக்கவும். "Angle with Given Size" 

ஐத் தேேர்வு செெய்து B, A ஆகியவற்றில் வரிசைையாாகக் 
கிளிக் செெய்யும்போ�ோது கிடைைக்கும் சாாளரத்தில் கோ�ோண 
அளவாாக a வழங்கவும். புதிய ஒரு புள்ளி B' 
கிடைைக்கும். AB' ஐ இணை�க்கவும். B வழியாாக AB' 
க்கு ஒரு செெங்குத்துக்கோ�ோடு வரைையவும், அது AB' 
உடன் சந்திக்கும் புள்ளி C ஐ அடைையாாளப்படுத்தவும். 
ABC என்ற முக்கோ�ோணத்தைை வரைையவும், பிறகு AB' 
ஐ மறைைக்கவும். முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் 
நீளத்தைை அடைையாாளப்படுத்தவும். கோ�ோண அளவு 
மாாறுவதற்கு ஏற்ப பக்கங்களின் நீளம் மாாறுவதைைக் 
காாணலாாம். இதில் BC இன் நீளம் கோ�ோண அளவின் 
sin அளவு AC இன் நீளம் கோ�ோண அளவின் cos 
அளவு ஆகும் (ஏன்?). இதன் மூலம் sine, cosine 
அளவுகளுக்காான ஒரு பட்டியலைை உருவாாக்கவும். 
sine, cosine எண்கள் அதிகபட்சம் எது வரைை ஆகும்?

முதல் பகுதியில் ஒரு கோ�ோணம் 45°, 60°, 30° என இவ்வாாறு உள்ள செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணங் 
களைைப் பற்றிக் கற்ற கருத்துக்களைை sin, cos பயன்படுத்திப் பின்வருமாாறு எழுதலாாம்:

கோ�ோணம் படம் சைைன் கொ�ொசைைன்

30°
2

1

2

3

45°
2

1

2

1

60°
2

3

2

1

(1° முதல் 89° வரைை 1° இடைைவெ�ளிவிட்டு 
உள்ள எல்லாாக் கோ�ோணங்களுடைையவும் 
சைைனும் கொ�ொசைைனும் நாான்கு தசம இடங்கள் 
துல்லியமாாகப் பாாடத்தின் இறுதியில் உள்ள 
அட்டவணை�யில் தரப்பட்டுள்ளது).
முதல் பகுதியில் செெய்ததுபோ�ோலப் பரப்பளவு 
களைைக் கணக்கிட சைைன் பயன்படுத்தலாாம்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, பின்வரும் முக்கோ�ோணத்தின் 
பரப்பளவைைக் கணக்கீடு செெய்யலாாம்:
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டிகிரி அளவு
ஒரு கோ�ோணத்தின் அளவு 45° டிகிரி 
என்றாால் பொ�ொருள் என்ன ? 
இந்த அளவுள்ள ஒரு கோ�ோணத்தின் உச்சி 
மைையமாான பல வட்டங்களைை வரைையலாாம்; 
அவற்றில் எல்லாாம் இந்தக் கோ�ோணத்தின் 
உள்ளே� வரும் விற்களின் நீளங்களும் பல;

ஆனாால் இந்த விற்கள் ஒவ்வொ�ொன்றும் 
அந்தந்த வட்டங்களின் 

8

1
 பாாகம் என்பதில் 

மாாற்றமில்லைை. இந்த 
8

1
 ஐ 360 ஆல் 

பெெருக்கியது 45.

கோ�ோணத்தின் அளவு 60° ஆனாால் ?
உச்சியைை மைையமாாக எடுத்து வரைையப்படும் 
அனை�த்து வட்டத்தினுடைையவும் 

6

1
 பாாகமே� 

கோ�ோணத்தின் உள்ளே� அமைைவது. அதைை 

360 ஆல் பெெருக்கியது 60.

பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால் எந்தக் 
கோ�ோணத்தினுடைையவும் டிகிரி அளவு 
என்பது அதன் உச்சியைை மைையமாாகக் 
கொ�ொண்டு வரைையப்படும் வட்டத்தில் 
கோ�ோணத்தின் உள்ளே� அமைையும் வில்லின் 
நீளத்தைை வட்டத்தின் சுற்றளவாால் வகுத்து, 

360 ஆல் பெெருக்கி கிடைைக்கும் எண் ஆகும். 

கோ�ோணங்களின் சைைன், கொ�ொசைைன் 
மதிப்புகளைைக் காாண ஜியோ�ோ ஜிப்ராாவைைப் 
பயன்படுத்தலாாம். Input Bar இல் sin 

(30°) என்று கொ�ொடுத்தாால் sin 30° கிடைைக்கும். 
இதுபோ�ோலக் கொ�ொசைைன் எண்களைையும் 
காாணலாாம். (30° என்பது கிடைைக்க 30 என்று 
தட்டச்சு செெய்த பின் Input Bar வலது முனை�யில் 
உள்ள α சின்னத்தில் கிளிக் செெய்து ° என்பதில் 
கிளிக் செெய்தாால்போ�ோதும்).

அதற்கு மே�ல் உச்சியிலிருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோடு வரைைய வே�ண்டும்:

முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவு அடிப்பக்கத்தினுடைையவும் 
இந்தச் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டினுடைையவும் பெெருக்கற்பலனின் பாாதி அல்லவாா.
செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரத்தைை எவ்வாாறு காாணலாாம் ?

படத்தில் இடது பக்கம் உள்ள செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தில், 50° கோ�ோணத்தின் எதிர் பக்கம் 
அல்லவாா இந்தச் செெங்குத்துக் கோ�ோடு; எதிர் பக்கத்தின் நீளத்தைைக் கர்ணத்தாால் வகுத்தாால் 
கிடைைப்பது sin 50°; அப்போ�ோது செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் 
உயரம், கர்ணத்தைை sin 50° ஆல் பெெருக்கினதாாகும். 

அதாாவது 4 × sin 50°
இனி அட்டவணை�யிலிருந்து

sin 50° ≈ 0.7660
எனக் கிடைைக்கும். அப்போ�ோது
		         உயரம் ≈ 4 × 0.7660 = 3.064
இனி பரப்பளவைைக் கண்டுபிடிக்கலாாமல்லவாா

2

1  × 6 × 3.064 ≈ 9.19
அதாாவது, பரப்பளவு தோ�ோராாயமாாக 9.19 சதுர செென்டிமீட்டர்.
இந்தக் கணக்கில் முக்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணம் 50° க்குப் 
பதில் 130° ஆனாால் ?

இதில் மே�ல் உச்சியில் இருந்து வரைையும் செெங்குத்துக் 
கோ�ோடு முக்கோ�ோணத்திற்கு வெ�ளியே� ஆகும்.
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(1) 	ஒரு முக்கோ�ோணத்தின் இரண்டு பக்கங்களின் நீளம் 8 செென்டிமீட்டர், 10 
செென்டிமீட்டரும்; அவற்றிற்கிடைையே� உள்ள கோ�ோணம் 40°.

	 (i)	 இந்த முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவைைக் காாண்க.

	 (ii) இதேே பக்கங்களும், அவற்றிற்கிடைையே� உள்ள கோ�ோணம் 140° யும் ஆன 
முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவு எவ்வளவு ?

(2) 	 ஒரு சாாய்வு சதுரத்தின் பக்கங்களின் நீளம் 5 செென்டிமீட்டரும், அதிலுள்ள ஒரு 
கோ�ோணம் 100° ஆகும். அதன் பரப்பளவைைக் காாண்க.

(3) 	ஓர் இணை�கரத்தின் மூலைைவிட்டங்களின் நீளம் 8 செென்டிமீட்டர், 12 செென்டிமீட்டர் 
ஆகும்; அவற்றிற்கிடைையே� உள்ள கோ�ோணம் 50° யும் ஆகும். அதன் பரப்பளவைைக் 
காாண்க.

(4) 	 ஒரு பக்கம் 8 செென்டிமீட்டரும், அதில் ஒரு கோ�ோணம் 40° யும் உள்ள ஒரு 
முக்கோ�ோணம் வரைைய வே�ண்டும். இந்த 40° கோ�ோணத்திற்கு எதிராான பக்கத்தின் 
நீளம் குறைைந்தபட்சம் எத்தனை� செென்டிமீட்டர் ஆக வே�ண்டும்?

(5)	 பக்கம் 5 செென்டிமீட்டரும் ஒரு கோ�ோணம் 70° ஆன சாாய்வு சதுரத்தின் 
மூலைைவிட்டங்களின் நீளத்தைைக் கணக்கிடுக.

முக்கோ�ோணமும் வட்டமும்
வட்டத்தில் உள்ள ஒரு வில்லின் நீளத்தைை மைையக் கோ�ோணத்தைைப் பயன்படுத்திக் கணக்கீடு 
செெய்யலாாம் என ஒன்பதாாம் வகுப்பில் கற்றிருக்கிறோ�ோம் (ஒன்பதாாம் வகுப்பில் வட்டப் பகுதிகள் 
என்ற பாாடத்தில் நீளமும் கோ�ோணமும் என்ற பகுதி).

வட்டத்திலுள்ள ஒரு நாாணின் நீளத்தைை எவ்வாாறு கணக்கீடு செெய்யலாாம் ?

இந்தச் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் நீளத்தைை எவ்வாாறு கணக்கீடு செெய்யலாாம் ?

நமது முக்கோ�ோணத்திற்கு வெ�ளியே�யுள்ள செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தில் ஒரு கோ�ோணம் 50° 
அல்லவாா; அதன் எதிர் பக்கமே� நமக்கு வே�ண்டிய செெங்குத்துக் கோ�ோடு.

அப்போ�ோது முதல் கணக்கைைப் போ�ோல, செெங்குத்து கோ�ோட்டின் உயரம் 4 sin 50° ≈  4 × 0.766 = 3.064 
செென்டிமீட்டராாகும். பரப்பளவும் முதல் கணக்கைைப் போ�ோல

2

1  × 6 × 3.064 ≈ 9.19  சதுர செென்டிமீட்டர்.
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கோ�ோணத்திற்கு வே�றொ�ொரு அளவு
ஒரு கோ�ோணத்தின் 
டிகிரி அளவு என்றாால் 
என்னவெ�ன்று 
பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா: 
ஒரு கோ�ோணத்தின் 
உச்சியைை 
மைையமாாக எடுத்து பல அளவுகளிலுள்ள 
வட்டங்கள் வரைைந்தாால் அவற்றின் 
சுற்றளவும் கோ�ோணத்தின் உள்ளே� உள்ள 
வில்லின் நீளமும் மாாறும் எனினும் 
வட்டத்தின் எத்தனை� பாாகம் வில் என்பது 
மாாறுவதில்லைை. அதாாவது, படத்தில் s 
உம் r உம் மாாறவில்லைை எனில், r

s
2��  

மாாறவில்லைை என்றும், அதைை 360 ஆல் 
வகுத்ததேே டிகிரி அளவு என்றும் கூறுவர். 
அதாாவது, கோ�ோணின் டிகிரி அளவு = 

r
s
2

360#�� . இதில் s, r இவைை மாாறினாாலும் 

2π, 360 என்னும் எண்கள் மாாறவில்லைை 
அல்லவாா. அப்போ�ோதும் கோ�ோணத்தைை அளக்க 

r
s
 எடுத்தாால் போ�ோதுமல்லவாா? 

இந்த அளவே� கோ�ோணத்தின் ரேேடியன் 
(Radian) அளவு என்று கூறப்படுகிறது. 
அதாாவது மே�லே� காாணப்படும் படத்தில்,

கோ�ோணத்தின் ரேேடியன் அளவு = r
s
.

டிகிரி அளவைைக் குறிப்பிட o என்ற  
அடைையாாளம் அல்லவாா பயன்படுத்தப் 
படுகிறது. ரேேடியன் அளவைைக் குறிப்பிட 

rad என எழுதுகிறோ�ோம்.

இந்தக் கருத்தைை முதலாாவது 
வெ�ளியிட்டது பதினெ�ட்டாாம் நூற்றாாண்டில் 
இங்கிலாாந்தில் வாாழ்ந்த ரோ�ோஜர் கோ�ோட்ஸ் 

(Roger Cotes) என்ற கணித மே�தைை 
ஆவாார். ரேேடியன் என்ற பெெயர் அளித்தது, 
19ஆம் நூற்றாாண்டில் இங்கிலாாந்தின் 
ஜே�ம்ஸ் தாாம்சன் (James Thomson) என்ற 
இயற்பியல் அறிஞர் ஆவாார்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, மைையக்கோ�ோணம் 60° உள்ள நாாணின் நீளம், வட்டத்தின் ஆரத்திற்குச் சமம் 
என எளிதாாகக் காாணலாாம்  (எவ்வாாறு ?).

மைையக்கோ�ோணம் 120° உள்ள நாாணின் நீளம் ?

இதைைக் கணக்கீடு செெய்ய மைையத்திலிருந்து நாாணிற்கு 
உள்ள செெங்குத்துக்கோ�ோடு வரைைய வே�ண்டும். இது 
நாாணை�யும் மைையக் கோ�ோணத்தைையும் சமபாாகம் 
செெய்யுமல்லவாா (காாரணம் ?).
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நேேர்வழி
டிகிரி அளவாானாாலும், ரேேடியன் 
அளவாானாாலும், கோ�ோணத்தின் அளவைைக் 
குறிப்பிட பயன்படுத்துவது ஒரு வில்லின் 
நீளத்தைை அல்லவாா. அதற்குப் பதில் நாாணின் 
நீளம் பயன்படுத்தும் 
கணக்கீடுகளைை, 
B.C.E. இரண்டாாம் 
நூற்றாாண்டில் 
வாாழ்ந்த கிரேேக்கராான 
ஹிப்பாார்க்கஸ் 

(Hipparchus) என்ற 
வாானவியல் அறிஞர் 
செெய்திருக்கிறாார்.

வே�றுபட்ட மைையக் கோ�ோணங்கள் உள்ள 
நாாண்களின் நீளங்களைைக் காாட்டும் 
ஒரு பெெரிய அட்டவணை�யைை இவர் 
எழுதியிருப்பதாாகப் பிற்காாலத்தில் வாாழ்ந்த 
பல கணித மே�தைைகளும் கூறுகின்றாார்கள் 
எனினும், அது கிடைைக்கப்பெெறவில்லைை. 
C.E. இரண்டாாம் நூற்றாாண்டில் எகிப்தில் 
உள்ள கிளாாடியஸ் தாாளமி (Caludius 
Ptolemy)   உருவாாக்கிய இத்தகைைய ஓர் 
அட்டவணை� கிடைைத்துள்ளது. இதில் ஆரம் 

60ஆன ஒரு வட்டத்தில் 
2

1 %
 இடைைவிட்டு, 

180°வரைை உள்ள மைையக் கோ�ோணங்கள் 
உருவாாகும் நாாண்களின் நீளங்களைை 
மிகத் துல்லியமாாக அவர் கணக்கீடு 
செெய்திருக்கிறாார்.

ஆரமும், நாாணின் பாாதியும், செெங்குத்துக் கோ�ோடும் சேேர்ந்து உருவாாக்கும் செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணத்தின் கர்ணம் வட்டத்தின் ஆரம்; 60° கோ�ோணத்தின் எதிர்பக்கம், நாாணின் பாாதி.

அப்போ�ோது நாாணின் பாாதி, ஆரத்தின் 
2

3
 பாாகம் என்று காாணலாாம் அல்லவாா.

நாாணின் நீளம், ஆரத்தின் 3  மடங்கு.

மைையக்கோ�ோணம் இரண்டு மடங்கு ஆகும்போ�ோது 
வில்லும் இரண்டு மடங்காாகும் என ஒன்பதாாம் வகுப்பில் 
கற்றிருக்கிறோ�ோம் அல்லவாா. ஆனாால், நாாண் இரண்டு 
மடங்காாகவில்லைை என்பதைைக் கவனிக்கவும். அதாாவது, 
மைையக்கோ�ோணம் மாாறுவதன் அளவு வீதத்தில் அல்ல, 
நாாணின் நீளம் மாாறுவது.

இனி இந்தப் படத்தில் உள்ள நாாணின் நீளத்தைைக் 
கணக்கீடு செெய்வது எவ்வாாறு ?

முன்பு செெய்தது போ�ோல வட்ட மைையத்திலிருந்து நாாணிற்குச் 
செெங்குத்துக் கோ�ோடு வரைைந்து மைையக் கோ�ோணத்தைையும் 
நாாணை�யும் பாாதியாாக்கலாாம்;

இவ்வாாறு கிடைைக்கின்ற செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் 
கர்ணம் 2.5 செென்டிமீட்டர். அப்போ�ோது 50° கோ�ோணத்தின் 
எதிர்பக்கம் 2.5 × sin 50° செென்டிமீட்டர்

இது நாாணின் பாாதி அல்லவாா. அப்போ�ோது நாாணின் நீளம்

5 × sin50° ≈ 5 × 0.7660 ≈ 3.8 செென்டிமீட்டர்.

எந்த நாாணினுடைையவும் நீளத்தைைக் கண்டுபிடிக்க இந்த 
முறைையைைப் பயன்படுத்தலாாம்.

நாாணின் நீளத்தைைக் கண்டுபிடிக்க என்னெ�ன்ன 
செெய்தோ�ோம் ?
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மைையக் கோ�ோணத்தின் பாாதியின் சைைனை� ஆரத்தாால் பெெருக்கியபோ�ோது, நாாணின் பாாதி கிடைைத்தது. 
அதன் இரண்டு மடங்கு எடுத்தபோ�ோது, முழு நாாணும் கிடைைத்தது.

அப்போ�ோது பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம் ?

ஒரு வட்டத்தில் உள்ள எந்த நாாணினுடைையவும் நீளம் மைையக் 
கோ�ோணத்தின் பாாதியின் சைைனை� ஆரத்தாால் பெெருக்கியதன் 
இரண்டு மடங்காாகும்

எடுத்துக்காாட்டாாகப் பின்வரும் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

பக்கங்களின் நீளம் 3 செென்டிமீட்டர் ஆன சமபக்க முக்கோ�ோணத்தின் சுற்றுவட்டத்தின் 
ஆரம் எத்தனை� செென்டிமீட்டர் ?

படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

முக்கோ�ோணத்தின் ஒவ்வொ�ொரு பக்கமும், சுற்றுவட்டத்தின் ஒரு நாாண் ஆகும்; அதன் மைையக்கோ�ோணம் 
என்ன ?
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படத்தில் உள்ள முக்கோ�ோணத்தின் அடிப்பக்கத்தின் இரண்டு முனை�களைை இணை�க்கும் 
வில்லின் மைையக் கோ�ோணமே� அடிப்பக்கமாான நாாணின் மைையக் கோ�ோணம்.

வட்டத்தின் இந்த வில்லில் இல்லாாத ஒரு புள்ளி முக்கோ�ோணத்தின் மே�ல் உச்சி.

அப்போ�ோது வட்டங்களும் கோ�ோணங்களும் என்ற பாாடத்தில் வில்லும் கோ�ோணமும் என்ற பகுதியின் 
கருத்துப்படி, வில்லின் (நாாணினுடைையவும்) மைையக் கோ�ோணம், 60° × 2 = 120°

மே�ல் கூறியபடி, இந்தப் பக்கத்தின் நீளம் சுற்றுவட்டத்தின் ஆரத்தைை 2 sin 60° ஆல் பெெருக்கியதாாகும்.

sin2 60 2
2

3
3#= =%

அப்போ�ோது ஆரத்தைை இவ்வாாறு கணக்கிடலாாம்:

3 3 3' =

சுற்று வட்டத்தின் ஆரம் 3  செென்டிமீட்டர்.

(1)	 இரண்டு முக்கோ�ோணங்களும் அவற்றின் சுற்றுவட்டங்களும் கீழே� தரப்பட்டுள்ளன:

	 ஒவ்வொ�ொரு வட்டத்தினுடைையவும் ஆரத்தைைக் கணக்கிடவும். 
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(2) 	 5 செென்டிமீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு கோ�ோட்டின் முனை�ப்புள்ளிகள் வழியாாகக் கடந்து செெல்லும் 
ஒரு வட்டம் வரைைய வே�ண்டும் கோ�ோட்டின் ஒரு பக்கத்தில் உள்ள வட்டப் பகுதியிலுள்ள 
கோ�ோணம் 80° இருக்க வே�ண்டும். வட்டத்தின் ஆரம் எவ்வளவாாக இருக்க வே�ண்டும்?

(3) 	படத்தில் ஒரு வட்டத்துண்டு தரப்பட்டுள்ளது.

	

	 வட்டத்தின் ஆரம் எத்தனை� செென்டிமீட்டர் ?

பக்கங்களின் விகிதம்
ஒரேே கோ�ோணங்கள் உள்ள எல்லாா முக்கோ�ோணங்களின் பக்கங்களுக்கிடைையே� உள்ள விகிதம் 
ஒரேே விகிதம் என ஒன்பதாாம் வகுப்பில் கற்றோ�ோம் அல்லவாா. (விகிதம் என்ற பாாடத்தில் அளவு 
வீதமும் விகிதமும் என்ற பகுதி) வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறினாால் ஒரு முக்கோ�ோணத்தில் உள்ள 
கோ�ோணங்கள் பக்கங்களின் விகிதத்தைை உறுதி செெய்யும்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, கோ�ோணங்கள் 45°, 45°, 90° உள்ள எந்த முக்கோ�ோணத்திலும் இரண்டு சிறிய 
பக்கங்களுக்கும் ஒரேே நீளம் எனவும், இந்த நீளத்தின் 2  மடங்கு பெெரிய பக்கத்தின் நீளம் 
என்றும் இந்தப் பாாடத்தின் ஆரம்பத்தில் கற்றோ�ோம் அல்லவாா.

அதாாவது இத்தகைைய எல்லாா முக்கோ�ோணங்களிலும் பக்கங்களின் நீளங்கள் 1, 1, 2  என்ற 
எண்களைை ஒரேே எண்ணாால் பெெருக்கியதாாகும்.

வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறினாால்,

கோ�ோணங்கள் 45°, 45°, 90° ஆன எந்த முக்கோ�ோணத்திலும் பக்கங்களுக்கிடைையே� உள்ள 
விகிதம் 1 : 1 : 2  ஆகும்.

இதுபோ�ோலக் கோ�ோணங்கள் 30°, 60°, 90° உள்ள எந்த முக்கோ�ோணத்திலும் மிகச்சிறிய பக்கத்தின் 

3  மடங்கு நடுத்தரப் பக்கம் என்றும், மிகச்சிறிய பக்கத்தின் 2 மடங்கு மிகப்பெெரிய பக்கம் 
என்றும் கற்றோ�ோம் அல்லவாா.
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ஒரு முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள்  

1 : 3  : 2 என்ற விகிதத்தில் எனில் 
அதன் கோ�ோணங்கள் 30°, 60°, 90° 

ஆகுமாா? ஜியோ�ோஜிப்ராாவைைப் பயன்படுத்திச் 
சோ�ோதித்துப் பாார்க்கவும். 

முதலில், பக்கங்கள் 1 : 3  : 2 என்ற விகிதத்தில் 
உள்ள முக்கோ�ோணங்களைை வரைைவோ�ோம். 
இதற்காாக Min = 0 வரக்கூடிய விதத்தில் 
ஒரு சிலைைடர் a ஐ உருவாாக்கவும். Segment 
with Given Length ஐப் பயன்படுத்தி ஒரு 
புள்ளியில் கிளிக் செெய்யும்போ�ோது கிடைைக்கும் 
சாாளரத்தில் கோ�ோட்டின் நீளம் a*sqrt(3) எனக் 
கொ�ொடுக்கவும் (a 3  என்பது இதன் பொ�ொருள்). 
இந்தக் கோ�ோட்டின் ஒரு முனை�யைை மைையமாாகக் 
கொ�ொண்டு ஆரம் a ஆக ஒரு வட்டமும் 
மறுமுனை�யைை மைையமாாகக் கொ�ொண்டு ஆரம் 

2a ஆக வே�றொ�ொரு வட்டமும் வரைையவும். இந்த 
வட்டங்கள் சந்திக்கும் புள்ளியும் கோ�ோட்டின் 
முனை�ப்புள்ளிகளும் உச்சிகள் ஆகும்படி ஒரு 
முக்கோ�ோணம் வரைையவும். முக்கோ�ோணத்தின் 
கோ�ோணங்களைை அடைையாாளப்படுத்திப் 
பாார்க்கவும். a ஐ மாாற்றிப் பாார்க்கவும். 
கோ�ோணங்களுக்கு என்ன நிகழும். இதேே 
முறைையில் பக்கங்கள் 2 : 5  + 1 : 5  + 1 என்ற 
விகிதத்தில் அமைையுமாாறு முக்கோ�ோணங்கள் 
வரைைந்து கோ�ோணங்களைை அளந்து பாார்க்கவும்.

அதாாவது இத்தகைைய எல்லாா முக்கோ�ோணங்களிலும் பக்கங்களின் நீளங்கள் 1, 3 , 2 என்ற 
எண்களைை ஒரேே எண்ணாால் பெெருக்கியதாாகும்.

இதைையும் பக்கங்களின் விகிதமாாகக் கூறலாாம்:

கோ�ோணங்கள் 30°, 60°, 90° உள்ள எந்த முக்கோ�ோணத்திலும் பக்கங்களுக்கு இடைையே� 
உள்ள விகிதம் 1 : 3  : 2 ஆகும்.

பிற முக்கோ�ோணங்களில் பக்கங்களின் விகிதத்தைைக் 
கணக்கிட கோ�ோணங்களின் சைைன் பயன்படுத்தலாாம்.

எடுத்துக்காாட்டாாகப் பின்வரும் முக்கோ�ோணத்தைைப் 
பாார்க்கவும்:

முக்கோ�ோணத்தின் சுற்றுவட்டம் வரைைந்தாால், பக்கங்கள் 
எல்லாாம் வட்டத்தின் நாாண்களாாகும் அல்லவாா.
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ஒவ்வொ�ொரு நாாணினுடைையவும் மைையக் கோ�ோணம், முக்கோ�ோணத்தில் அதற்கு எதிரேே உள்ள 
கோ�ோணத்தின் இரண்டு மடங்குமாாகும் (வட்டங்களும் கோ�ோணங்களும் என்ற பாாடத்தில் வில்லும் 
கோ�ோணமும் என்ற பகுதி).

அப்போ�ோது, சுற்றுவட்ட ஆரம் r என எடுத்தாால். நாாண்களின் நீளம் 2r sin 55°, 2r sin 60°,  
2r sin 65°; முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் விகிதம் sin 55° : sin 60° : sin 65°. அட்டவணை�யிலிருந்து 
இவற்றைைக் கண்டுபிடிக்கவும் செெய்யலாாம். இதில் 55°, 60°, 65° என்பவைை முக்கோ�ோணத்தின் 
கோ�ோணங்களே� என்பதைையும் கவனிக்கவும். 

முக்கோ�ோணம் பின்வருமாாறு ஆனாால் ?

சுற்றுவட்டமும், நாாண்களாான பக்கங்களின் மைையக்கோ�ோணங்களும் இவ்வாாறு ஆகும்:

அப்போ�ோது முதல் கணக்கில் பாார்த்தது போ�ோலச் சுற்றுவட்ட ஆரம் r என எடுத்தாால், நாாண்களின் 
அதாாவது முக்கோ�ோணங்களின் பக்கங்களின் நீளம் 2r sin 30°, 2r sin 40°, 2r sin 70°  
என இவ்வாாறு ஆகும்; விகிதம் sin 30°: sin 40°: sin 70°

இதில் 30°, 40° என்பவைை முக்கோ�ோணத்தில் உள்ள இரண்டு கோ�ோணங்களும், 70° என்பது, 

180° இல் இருந்து மூன்றாாவது கோ�ோணம் ஆகிய 110° கழித்ததும் ஆகும் எனக் கவனிக்கவும்.

இனி செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணம் ஆனாால் ?
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படத்தில் இரண்டு முக்கோ�ோணங்களும் அவற்றின் சுற்றுவட்டங்களும் காாண்பிக்கப் பட்டுள்ளன.

சைைன் அட்டவணை�யைைப் பயன்படுத்தி இரண்டு வட்டங்களின் விட்டமும் இரண்டு 
முக்கோ�ோணங்களின் பிற பக்கங்களின் நீளங்களைையும் மில்லிமீட்டர் வரைை துல்லியமாாகக் 
கணக்கிடவும்.

இதன் கர்ணத்தின் நீளம் a என எடுத்தாால், பிற இரண்டு பக்கங்களின் நீளத்தைைக் கணக்கீடு 
செெய்யலாாம் அல்லவாா

சுற்றுவட்டத்தின் விட்டமும் a தாான் என்று பாார்த்திருக்கிறோ�ோம் 
அல்லவாா.

(ஒன்பதாாம் வகுப்பில் இணை�கோ�ோடுகள் என்ற பாாடத்தில் 
முக்கோ�ோண மைையங்கள் என்ற பகுதியின் இறுதியில் உள்ள 
கணக்குகளில் 1(iii)).

இங்கு முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் விகிதம் 

1 : sin 40° : sin 50° என்பதைையும் கவனிக்கவும்.

ஒரேே கோ�ோணங்களுக்குள்ள முக்கோ�ோணங்களின் பக்கங்களின் விகிதமும் ஒரேே விகிதம் என்று 
ஒன்பதாாம் வகுப்பில் கற்று இருக்கிறோ�ோம் அல்லவாா இப்போ�ோது இந்த விகிதம் கண்டுபிடிப்பதற்காான 
வழியும் ஆயிற்று.
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வே�றொ�ொரு அளவு
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

இதில் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் நீளம் எவ்வளவு ?

படத்தில் உள்ள முக்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணங்கள் 30°, 60°, 90° அல்லவாா. மிகச்சிறிய பக்கம் 2 
செென்டிமீட்டர். அப்போ�ோது, நடுத்தரம் பக்கம் 2 3  செென்டிமீட்டர். இதுவே� செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் 
நீளமும்:

இனி இந்தக் கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தில் எந்தப் புள்ளியைை எடுத்து பிற பக்கத்திற்குச் செெங்குத்துக் 
கோ�ோடு வரைைந்தாாலும், செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரம், கோ�ோணத்தின் உச்சியிலிருந்து செெங்குத்துக் 
கோ�ோட்டின் அடிபக்கத்திற்குள்ள தூரத்தின் 3  மடங்காாகவே� இருக்கும் அல்லவாா.
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சைைன், கொ�ொசைைன் போ�ோன்று 
ஜியோ�ோஜிப்ராாவைைப் பயன்படுத்தி 
டாான் காாண்பது எவ்வாாறு எனப் 

பாார்ப்போ�ோம். நீளம் 1 என AB என்ற கோ�ோடும் 

Bயின் வழியாாக ABக்குச் செெங்குத்துக் 
கோ�ோடும் வரைையவும். ஒரு Angle Slider, a 
ஐ உருவாாக்கவும். Angle with Given Size ஐப் 
பயன்படுத்தி B, A என்பவற்றில் வரிசைையாாகக் 
கிளிக் செெய்யும்போ�ோது கிடைைக்கும் சாாளரத்தில் 
கோ�ோண அளவாாக  a  எனக் கொ�ொடுக்கவும். புதிய 
ஒரு புள்ளி B' கிடைைக்கும். A, B' என்பவற்றின் 
வழியாாகக் கடந்து செெல்லும் கோ�ோடு வரைைந்து 

B இல் வரைைந்து செெங்குத்துக் கோ�ோட்டைை 
வெ�ட்டும் புள்ளி C என அடைையாாளப்படுத்தவும். 

ABC என்ற முக்கோ�ோணம் வரைையவும். 
மே�லும் தேேவைையற்ற கோ�ோடுகளைையும் 
புள்ளிகளைையும் மறைைத்து வைைப்போ�ோம். 
BC இன் நீளத்தைை அடைையாாளப்படுத்தவும். 

இது கோ�ோணம் A இன் டாான் அளவாாகும் 
(எதனாால் ?). டாான் அளவு எது வரைை ஆகலாாம்?

30° கோ�ோணம் எடுத்தாால் ?

செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரம், உச்சியில் இருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் அடிபக்கத்திற்குள்ள 
தூரத்தின் 

3

1  பாாகம். 

45° கோ�ோணம் ஆனாால் ?

இவ்வாாறு கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தில் உள்ள 
ஒரு புள்ளியிலிருந்து பிற பக்கத்திற்கு வரைையப்படும் 
செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரம், கோ�ோணத்தின் 
உச்சியிலிருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் 
அடிப்பக்கத்திற்கு உள்ள தூரத்தின் எத்தனை� 
மடங்கு, அல்லது பாாகம், எனக் காாட்டும் எண்ணை�க் 
கோ�ோணத்தின் டாான்ஜெ�ன்ட் (Tangent) என்று 
கூறுவதோ�ோடு, tan எனச் சுருக்கி எழுதவும் செெய்யலாாம். 
அப்போ�ோது, மே�லே� பாார்த்த எடுத்துக்காாட்டில்

	 tan 60°	 =	 3

	 tan 30°	 =	
3

1

	 tan 45°	 =	 1

பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால்,

a° கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தில் உள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து 
மற்றப் பக்கத்திற்கு வரைையப்படும் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் உயரம் 
p யும், கோ�ோணத்தின் உச்சியிலிருந்து செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் 
அடிப்பக்கத்திற்குள்ள தூரம் q யும் ஆனாால்,

tan a° = q
p



முக்கோ�ோணவியல்

121

X

(1) 	ஒரு சாாய்வு சதுரத்தின் ஒரு கோ�ோணம் 50° ஆகும்; சிறிய மூலைைவிட்டம்  

6 செென்டிமீட்டரும் ஆகும். அதன் பரப்பளவு எவ்வளவு ?

(2) 	சுவரின் மீது ஓர் ஏணி சாாய்த்து வைைக்கப்பட்டுள்ளது. ஏணியின் அடிப்பக்கம் 
சுவரிலிருந்து 2 மீட்டர் தூரத்தில் உள்ளது; ஏணிக்கும் தரைைக்கும் இடைையே� 
உள்ள கோ�ோணம் 40°. ஏணியின் மே�ல் முனை� தரைையில் இருந்து எவ்வளவு 
உயரத்தில் உள்ளது ?

எதிர்பக்கம் 

அடுத்துள்ள பக்கம்

sin, cos இவற்றைைப் போ�ோல tan ஐயும் செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணம் பயன்படுத்திக் கூறலாாம்:

 ஒரு கோ�ோணம் a° ஆன செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தில்,

				  
tan a° =

 

கோ�ோணத்தின் டாான் அளவைைப் பயன்படுத்தும் ஒரு சூழலைைப் பாார்ப்போ�ோம்.

ஒரு படிக்கட்டின் அளவுகள் பின்வருமாாறு:

மூன்றாாவது படி எவ்வளவு உயரத்தில் எனக் 
கணக்கீடு செெய்ய வே�ண்டும்.

படத்தில் உள்ள செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தில் 35° 
கோ�ோணத்தின் எதிர்பக்கத்தைைக் கணக்கீடு செெய்ய 
வே�ண்டும். அதற்கு அடுத்துள்ள பக்கத்தின் tan 35° ஆல் 
பெெருக்கினாால்போ�ோதும்.

அடுத்துள்ள பக்கத்தைை எவ்வாாறு கணக்கீடு செெய்யலாாம்? இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

அப்போ�ோது மூன்றாாவது படியின் உயரம் , 60 × tan 35° செென்டிமீட்டர்.

அட்டவணை�யிலிருந்து

tan 35° ≈ 0.7002

என்று காாணலாாம். 

உயரம் தோ�ோராாயமாாக
60 × 0.7002 = 42.012 ≈ 42 செென்டிமீட்டர்.
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தூரங்களும் உயரங்களும்
நம்மைைவிட உயரத்தில் உள்ளவற்றைைக் காாண்பதற்குத் தலைையைைச் சற்று உயர்த்த வே�ண்டும் அல்லவாா; 
இந்தப் படங்களைைப் பாார்க்கவும்:

சாாதாாரணமாாக நமது பாார்வைையின் பாாதைை தரைைக்கு இணை�யாாகும்; உயரத்தில் உள்ளவற்றைைப் 
பாார்க்கும்போ�ோது, இது மே�ல்நோ�ோக்கி உயரும். இந்த இரண்டு கோ�ோடுகளுக்கிடைையே� உள்ள 
கோ�ோணத்தைை ஏற்றக்கோ�ோணம்(Angle of elevation) எனக் கூறுவர்.

(3) 	மூன்று செெவ்வகங்களைை மூலைைவிட்டங்களின் வழியாாக வெ�ட்டி முக்கோ�ோணங்கள் 
ஆக்கி, கீழ்க்காாண்பது போ�ோலச் சேேர்த்து வைைத்து ஓர் ஒழுங்கு ஐங்கோ�ோணம் உருவாாக்க 
வே�ண்டும்:

	 ஐங்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள் எல்லாாம் 30 செென்டிமீட்டர் ஆக வே�ண்டும் எனில் 
செெவ்வகங்களின் நீளமும் அகலமும் எவ்வளவாாக இருக்க வே�ண்டும் ?

(4)	 படத்தில் செெங்குத்தாாக உள்ள கோ�ோடுகள் ஒரு செென்டிமீட்டர் தூரம் இடைைவெ�ளியில் 
வரைையப்பட்டுள்ளது.

	 அவற்றின் உயரங்கள் கூட்டுத் தொ�ொடரிலாாகும் என நிறுவுக. பொ�ொது வித்தியாாசம் எவ்வளவு?

(5)	 பக்கம் 10 செென்டிமீட்டர் ஆன ஒழுங்கு ஐங்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவைைக் கணக்கிடுக.
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கிளினோ�ோமீட்டர்
ஏற்றக் கோ�ோணமும் இறக்க கோ�ோணமும் 
அளப்பதற்காான கிளினோ�ோமீட்டர் என்ற 
கருவியின் ஒரு எளிய வடிவத்தைை நாாமும் 
உருவாாக்கலாாம்.

படத்தில் காாட்டி இருப்பது போ�ோல ஒரு 
கோ�ோணமாானியின் நேேராான பகுதியின் 
ஒரு குழாாயைைப் பொ�ொருத்தவும் இதிலிருந்து 
கோ�ோணமாானியின் நடுப்பகுதி வழியாாக 
வலுவாாகத் தொ�ொங்கும் படியாாக நூலின் 
நுனியில் ஒரு எடைை கட்டிய நூலைை 
கட்டவும்.

ஒரு மரத்தின் அல்லது கட்டிடத்தின் 
மே�ற்பகுதியைைக் குழாாய் வழியாாகப் 
பாார்ப்பதற்காாகக் கோ�ோணமணியைைச் 
சாாய்வாாக உயர்த்த வே�ண்டும். கீழே� உள்ள 
எடைையின் காாரணமாாக நூல் அப்போ�ோது 
தரைைக்குச் செெங்குத்தாாக இருக்கும் 
நூலிற்கும் கோ�ோணமாானியின் 90° 
கோ�ோட்டிற்கும் இடைையே� உள்ள கோ�ோணமே�, 
இந்தப் பாார்வைையில் ஏற்றக்கோ�ோணம்.

இதுபோ�ோல உயரத்தில் நிற்கும்போ�ோது கீழே� உள்ளவற்றைைக் காாண பாார்வைையைைக் கீழ்நோ�ோக்கி 
செெலுத்த வே�ண்டும் அல்லவாா;

இவ்வாாறு உருவாாகும் கோ�ோணத்தைை இறக்கக் கோ�ோணம் (Angle of depression)  என்று கூறுவர். 
இத்தகைைய கோ�ோணங்களைை அளப்பது கிளினோ�ோமீட்டர்  (Clinometer) என்ற கருவியைைப் 
பயன்படுத்தியாாகும். நேேரடியாாக அளக்க இயலாாத தூரங்களும் உயரங்களும் எல்லாாம் 
கிளினோ�ோமீட்டரைைப் பயன்படுத்திக் கோ�ோணத்தைை 
அளந்தும், டாான் ஐப் பயன்படுத்திக் கணக்கீடு செெய்தும் 
கண்டுபிடிக்கப்படுகின்றன.

சில எடுத்துக்காாட்டுகளைைப் பாார்ப்போ�ோம்:

ஒரு மரத்தின் அடியில் இருந்து 10 மீட்டர் தூரத்தில் 
நிற்கின்ற ஒருவர் மரத்தின் உச்சியைை 40°  ஏற்றக் 
கோ�ோணத்தில் காாண்கிறாார். அவருடைைய உயரம் 1.7 மீட்டர். 
மரத்தின் உயரம் என்ன  ?

படத்தில் MN என்ற கோ�ோடு பாார்க்கின்ற நபரைையும், TR 

மரத்தைையும் குறிப்பிடுகின்றன.

படத்திலிருந்து (அட்டவணை�யும் பயன்படுத்தி),

tan 40° = ML
TL

TL = ML tan 40° ≈ 10 × 0.8391 = 8.391

எனக் காாணலாாம். அப்போ�ோது

TR = TL + LR = TL + MN = 8.391 + 1.7 = 10.091

TR ≈ 10.09

அதாாவது மரத்தின் உயரம் தோ�ோராாயமாாக 10.09 மீட்டராாகும். 
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மே�லும் ஒரு கணக்கு:

ஓர் ஆற்றங்கரைையில் நிற்கின்ற ஒரு 
சிறுவன், ஆற்றின் மறு கரைையில் சேேர்ந்து 
நிற்கின்ற ஒரு மரத்தின் மே�ல் உச்சியைை 

70° ஏற்றக் கோ�ோணத்தில் பாார்த்தாான். 10 
மீட்டர் பின்னோ�ோக்கி நடந்தபோ�ோது, அதைை 25° 
ஏற்றக்கோ�ோணத்தில் பாார்த்தாான். சிறுவனின் 
உயரம் 1.5 மீட்டர். ஆற்றின் அகலத்தைையும் 
மரத்தின் உயரத்தைையும் கணக்கிட வே�ண்டும்.

கீழ்க்காாணும் படத்தில் TR மரம், BY சிறுவன் முதலில் நின்ற இடம், NP சிறுவனின் புதிய இடம்.

கண்டுபிடிக்கப்பட வே�ண்டியது,  

YR உம், TR உம்.

படத்திலிருந்து

YR = BL      TR = TL + LR = TL + 1.5

ஆனதாால், BL உம் TL உம் 

கண்டுபிடித்தாால்போ�ோதும்.

BL = x    TL = y

என எடுத்தாால் BTL என்ற செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணத்திலிருந்து

y = x tan 70° ≈ 2.7475x

வே�றொ�ொரு கணக்கு:

1.8 மீட்டர் உயரமுள்ள ஒருவர் 25 மீட்டர் உயரமுள்ள ஒரு கலங்கரைை விளக்கத்தின் 
மே�லிருந்து பாார்த்தபோ�ோது, 35° இறக்கக் கோ�ோணத்தில் ஒரு கப்பலைைப் பாார்த்தாார். அது 
கலங்கரைை விளக்கின் அடிப்பக்கத்திலிருந்து எவ்வளவு தூரத்தில் உள்ளது?

ஒரு படம் வரைைவோ�ோம்:
இதில் LH கலங்கரைை விளக்கும், ML அதன் மே�ல் நிற்கின்ற நபரும் ஆகும். S கப்பல் ஆகும். 

கண்டுபிடிக்க வே�ண்டியது HS.
கூறப்பட்டுள்ள தகவல்களின்படி

MH = ML + LH = 25 + 1.8 = 26.8
மே�லும் ∠HMS = 55°
அப்போ�ோது MHS என்னும் செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணத்திலிருந்து

HS = MH tan 55° ≈ 26.8 × 1.4281 ≈ 38.27

அதாாவது, கலங்கரைை விளக்கின் அடியிலிருந்து 
தோ�ோராாயமாாக 38.27 மீட்டர் தூரத்தில் கப்பல் உள்ளது. 



முக்கோ�ோணவியல்

125

X

என்றும், NTL என்ற செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்திலிருந்து

y = (x + 10) tan 25° ≈ 0.4663(x + 10) = 0.4663x + 4.663

என்றும் கிடைைக்கும். அப்போ�ோது

2.7475x ≈ 0.4663x + 4.663

என ஆகும் அல்லவாா. இதிலிருந்து

.

.
.x

2 2812

4 663
2 044. .

என்று (கணிப்பாான் பயன்படுத்தி) கண்டுபிடிக்கலாாம். இதைைப் பயன்படுத்தி

y ≈ 2.7475 × 2.044 ≈ 5.616

என்றும் காாணலாாம். அதாாவது, ஆற்றின் அகலம் தோ�ோராாயமாாக 2.04 மீட்டரும், மரத்தின் உயரம், 
தோ�ோராாயமாாக 5.62 + 1.5 = 7.12 மீட்டரும் ஆகும்.

(1)	 சூரியன் 40° ஏற்றக்கோ�ோணத்தில் காாணப்படும்போ�ோது, ஒரு மரத்தின் நிழலின் 
நீளம் 18 மீட்டராாகும். 

	 (i)	 மரத்தின் உயரம் எவ்வளவு?

	 (ii)	 சூரியன் 80° ஏற்றக் கோ�ோணத்தில் காாணப்படும்போ�ோது, நிழலின் நீளம் 
எவ்வளவாாக இருக்கும்?

(2) 	ஒரு கட்டிடத்தின் மே�ல் பகுதியில் நிற்கின்ற ஒருவர் 30 மீட்டர் தூரத்தில் 
உள்ள ஒரு கடைையின் அடிப்பகுதியைை 25° இறக்கக் கோ�ோணத்தில் காாண்கிறாார். 
கட்டிடத்தின் உயரத்தைைக் கணக்கிடுக.

(3) 	ஒரு மின் கம்பத்தின் மே�ல் உச்சியிலிருந்து இரண்டு இரும்பு கம்பிகள் இருபுறமும் 
இழுத்துத் தரைையில் கட்டப்பட்டுள்ளது. கம்பிகளின் அடிப்பகுதிகள் தரைையுடன் 
உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணங்கள் 55° உம் 40° உம் ஆகும்; கம்பிகளுக்கிடைையே� 
உள்ள தூரம் 25 மீட்டர் ஆகும். உயரம் எவ்வளவு?

(4) 	ஒரு கோ�ோபுரத்தின் அடிப்பகுதியில் நிற்கின்ற 1.75 மீட்டர் உயரம் உள்ள ஒரு 
நபர், 40 மீட்டர் தூரத்தில் உள்ள ஒரு குன்றின் மே�ல் உச்சியைை 60° ஏற்றக் 
கோ�ோணத்தில் காாண்கிறாார். கோ�ோபுரத்தின் உச்சியிலிருந்து பாார்த்தபோ�ோது அதைை 50° 
ஏற்ற கோ�ோணத்தில் கண்டாார். குன்று, கோ�ோபுரம் ஆகியவற்றின் உயரங்களைைக் 
கணக்கிடுக.

(5) 	ஓர் ஆற்றங்கரைையில் நிற்கின்ற சிறுவன், மறுகரைையுடன் சேேர்ந்து நிற்கின்ற 
ஒரு மரத்தின் மே�ல் உச்சியைை 80° ஏற்றக்கோ�ோணத்தில் பாார்த்தாான். 15 மீட்டர் 
பின்னோ�ோக்கி நடந்தபோ�ோது, அதைை 40° ஏற்றக்கோ�ோணத்தில் பாார்த்தாான். சிறுவனின் 
உயரம் 1.5 மீட்டர். ஆற்றின் அகலத்தைையும் மரத்தின் உயரத்தைையும் காாண்க.
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முக்கோ�ோணவியல் அளவுகள்
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இடங்களும் எண்களும்
ஒன்பதாாம் வகுப்பில் பல்லுறுப்புகளின் வரைைபடங்கள் வரைைந்தது நினை�வில் உள்ளது அல்லவாா? 
(பல்லுறுப்புப் படங்கள் என்ற பாாடம்).

எடுத்துக்காாட்டாாக  p(x) = 2x + 1  என்ற ஒருபடி பல்லுறுப்பினுடைைய வரைைபடம் வரைைந்தது எவ்வாாறு? 

x ஆகப் பல எண்களைை எடுத்து, ஒவ்வொ�ொன்றினுடைையவும் p(x) கணக்கிட்டோ�ோம்.

x −3 −2 −1 0 1 2 3
p(x) −5 −3 −1 1 3 5 7

இவற்றைை, வரைைபடத்தில் புள்ளிகளாாக அடைையாாளப்படுத்துவதற்கு, முதலில் கிடைைமட்டமாாகவும், 
செெங்குத்தாாகவும் இரண்டு கோ�ோடுகள் வரைைந்து, அவற்றில் சம தூரத்தில் இடைைவெ�ளி விட்டு 
எண்கள் அடைையாாளப்படுத்தினோ�ோம்.

:

77 குறிகாாட்டி எண்கள்குறிகாாட்டி எண்கள்
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தொ�ொடர்ந்து, கிடைைமட்டமாாக உள்ள கோ�ோட்டில் x ஆக எடுத்த ஒவ்வொ�ொரு எண்ணினுடைைய 
இடத்திலிருந்தும் p(x) ஆகக் கிடைைத்த எண்ணை� உயரமாாக எடுத்துப் புள்ளிகள் 
அடைையாாளப்படுத்தப்படுத்தினோ�ோம்.

இந்தப் புள்ளிகளைை இணை�த்தாால் கிடைைக்கின்ற கோ�ோடு p(x) = 2x + 1 என்ற பல்லுறுப்பின் 
வரைைபட வடிவம்:

வே�று பல வடிவங்கள் வரைைவதற்கும் இந்த முறைையைைப் பயன்படுத்தலாாம்.
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எடுத்துக்காாட்டாாக, இந்தப் படத்தைை இதுபோ�ோன்று எவ்வாாறு வரைையலாாம் என்று பாார்ப்போ�ோம்:

படத்தின் மைையம் வழியாாகக் கிடைைமட்டமாாகவும் செெங்குத்தாாகவும் கோ�ோடுகள் வரைைந்து, 

1 செென்டிமீட்டர் இடைைவெ�ளி விட்டுத் தூரங்கள் அடைையாாளப்படுத்தப்பட்டுள்ளதாாகக் கருதவும்:
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அப்போ�ோது கிடைைமட்டமாாகவும் செெங்குத்தாாகவும் கோ�ோடுகள் வரைைந்து, அவற்றில் 1 செென்டிமீட்டர் 
இடைைவெ�ளிவிட்டு தூரங்களைை அடைையாாளப்படுத்தினாால், படத்தின் எட்டு உச்சிகளைையும் 
அடைையாாளப்படுத்தலாாம் அல்லவாா; அவற்றைை இணை�த்தாால் நட்சத்திரத்தின் வெ�ளிக்கோ�ோடுகள் 
ஆகும்.

படத்தில் காாண்பிக்கப்பட்டுள்ளது போ�ோலக் கிடைைமட்டமாாகவும் செெங்குத்தாாகவும் கோ�ோடுகள் 
வரைைந்து, உச்சிகள் அடைையாாளப்படுத்தி, இந்தப் படத்தைை நோ�ோட்டுப் புத்தகத்தில் வரைைந்து 
பாார்க்கவும்:

இனி இந்தப் படத்தைை ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் எவ்வாாறு வரைையலாாம் என்று பாார்க்கவும். புள்ளிகளின் 
இடம் இரண்டு எண்களின் ஜோ�ோடியாாக ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் குறிப்பிட்டது நினை�விருக்கிறதாா? 

எடுத்துக்காாட்டாாக, p(x) = x2 என்ற பல்லுறுப்பில், x = 0.5 என்றெ�டுக்கும்போ�ோது p(x) = 0.25 ஆகும். 
அப்போ�ோது கிடைைமட்டமாாக உள்ள கோ�ோட்டில் 0.5 என்ற இடத்திற்கு மே�லே� 0.25 உயரத்தில் உள்ள 
புள்ளி p(x) இன் வரைைபட வடிவத்தின் புள்ளியாாகும். இதனை� அடைையாாளப்படுத்துவதற்காாக, 
ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் Input ஆக (0.5, 0.25) என்று தட்டச்சு செெய்தாால் போ�ோதும் எனக் கண்டிருக்கிறோ�ோம் 
அல்லவாா. (ஒன்பதாாம் வகுப்பில் பல்லுறுப்புப் படங்கள் என்ற பாாடத்தில் இருபடி பல்லுறுப்புக்கள் 
என்ற பகுதி).

இதைைப் போ�ோன்று, மே�லே� உள்ள படத்தில் வலது மே�ல் உச்சி, கிடைைமட்டமாாக உள்ள கோ�ோட்டில் 1 
செென்டிமீட்டர் அடைையாாளப்படுத்திய இடத்திலிருந்து 1 செென்டிமீட்டர் உயரத்தில் ஆகும். அப்போ�ோது 
இந்தப் புள்ளியைை (1, 1) என அடைையாாளப்படுத்தலாாம் அல்லவாா.
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இதைைப் போ�ோன்று படத்தின் எல்லாா உச்சிகளைையும் அடைையாாளப்படுத்தலாாம்:

இனி இந்தப் படத்தைை ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் வரைையலாாமாா? ?

ஜி யோ�ோ ஜி ப் ராா வி ல்  எ ண் 
ஜோ�ோடிகளைைப் பயன்படுத்திப்

 புள்ளிகளைை அடைையாாளப்படுத்து 
வதற்கு Input Bar  இல் அவற்றைை 
ஒவ்வொ�ொன்றாாகக் கொ�ொடுத்தாால் போ�ோதும். 
இந்தப் புள்ளிகள் உச்சிகள் ஆகுமாாறு 
பலகோ�ோணம் வரைைவதற்கு, Polygon எனக் 
கொ�ொடுக்க வே�ண்டும். எடுத்துக்காாட்டாாக, 

Input Bar இல் இத்தகைைய கட்டளைையைைக் 
கொ�ொடுத்துப் பாார்க்கவும்.

Polygon [(−1, −1), (1, −1), (1, 1), (−1, 1)]

Geogebra திறந்து Input Bar இல் 

(0, 0), (4, 0) (2, 1), (3, 3), (1, 2), 
(0, 4) என்ற எண் ஜோ�ோடிகளைை 

ஒவ்வொ�ொன்றாாக Type செெய்து Enter 
அமர்த்தவும். Polygon Tool ஐ எடுத்து 

A, B, C, D, E, F, A என்ற புள்ளிகளைை 
வரிசைையாாகக் கிளிக் செெய்து படத்தின் வலது 
மே�ல் பாாகத்தின் காால் பாாகத்தைைப் பூர்த்தி 
செெய்யலாாம். Segment Tool ஐ எடுத்து A, C  
என்ற புள்ளிகளில் கிளிக் செெய்தும், பின்னர் 

A, E என்ற புள்ளிகளில் கிளிக் செெய்தும் 
இடைையில் இரண்டு கோ�ோடுகளைையும் 
வரைையலாாம். Reflect about line என்ற 
டூல் ஐ எடுத்து படத்திலும் தொ�ொடர்ந்து 
செெங்குத்தாாக உள்ள கோ�ோட்டிலும் கிளிக் 
செெய்யவும். படத்தின் பிரதிபிம்பம் இடது 
பக்கம் வந்தது அல்லவாா? இதுபோ�ோன்று 
இரண்டு கோ�ோடுகளும் Reflect செெய்யலாாம். 

படத்தின் கீழ்ப் பகுதி கிடைைப்பதற்கு இதேே 
டூலைைப் பயன்படுத்தி மே�லே� உள்ள 
படத்தின் பாாகத்தைையும் கிடைைமட்டமாான 
கோ�ோட்டைையும் கிளிக் செெய்யவும். 
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இந்தப் படமாானாால் ?

உச்சிகளைைக் குறிப்பிடுகின்ற எண்களைைக் கண்டுபிடிப்பதற்காான வசதிக்காாகவே� இதில் 
கட்டங்கள் (ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் Grid) வரைையப்பட்டுள்ளன.

இந்தப் படங்களைை நோ�ோட்டுப் புத்தகத்தில் வரைையலாாமாா ?

வடிவியலும் எண்களும்
புள்ளிகளின் இடத்தைை, இரண்டு எண்களாால் குறிப்பிடப்பட்டுப் படங்கள் வரைைகின்ற முறைையைைப் 
பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா ?

கிடைைமட்டமாாகவும் செெங்குத்தாாகவும் உள்ள கோ�ோடுகளைைப் பயன்படுத்தியல்லவாா இந்த 
இரண்டு எண்களைைக் கணக்கிடுவது. இந்தக் கோ�ோடுகளுக்குக் குறிகாாட்டி அச்சுகள் (Axes of  
co ordinates) என்று பெெயர்; கிடைைமட்டமாாக உள்ள கோ�ோடு x-அச்சு (x-axis), செெங்குத்தாாக உள்ள 
கோ�ோடு y-அச்சு (y-axis). இந்தக் கோ�ோடுகள் வெ�ட்டிச்செெல்லும் புள்ளியைை ஆதிப்புள்ளி (Origin) 
என்று கூறுகிறோ�ோம்.

அச்சுகள்  வரைைந்த பின்னர், முன்பு பாார்த்த எடுத்துக்காாட்டுகளைைப் போ�ோல, ஒரு புள்ளியின் 
இடத்தைை எண் ஜோ�ோடியாாக எழுதலாாம். இந்த எண்களைைப் புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்கள் (Co 
ordinates) என்று கூறுகிறோ�ோம். முதலில் உள்ளது x-குறிகாாட்டி எண் (x-co ordinate) இரண்டாாவது 
உள்ளது y-குறிகாாட்டி எண் (y-co ordinate).
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ஒரு புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கணக்கிடுவதற்கு அச்சுகளுக்கு உள்ள செெங்குத்துக் 
கோ�ோடுகளைை ஊகித்தாால் போ�ோதுமாானது. எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தப் படங்களைைப் பாாருங்கள்:

ஒரு படம் வரைைவதற்கு, ஒன்றுக்கொ�ொன்று செெங்குத்தாான எந்த இரண்டு கோ�ோடுகளைையும் 
அச்சுகளாாக எடுக்கலாாம். எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

அச்சுகளைை இவ்வாாறு வரைையலாாம்:
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இரண்டு செெவ்வகங்களின் உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் எவைை?

இனி அச்சுகளைை இவ்வாாறு வரைைந்தாால் ?

இந்த அச்சுகளின் அடிப்படைையில், உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் எவைை ?

அச்சுகளில் இடங்களுக்கு இடைையே� உள்ள தூரம் ஒரு செென்டிமீட்டர்தாான் ஆக 
வே�ண்டுமெ�ன்றில்லைை. வசதிக்கு ஏற்ப எந்தத் தூரமும் ஆகலாாம்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, அரைை செென்டிமீட்டர் இடைைவெ�ளியில் புள்ளிகளைை அடைையாாளப்படுத்தினாால், 
மே�லே� உள்ள படம் இவ்வாாறாாகும்:

இப்போ�ோது உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் என்னவாாயிற்று ?

குறிகாாட்டி எண்கள் எண்ணல் எண்களாாக வே�ண்டும் என்பதில்லைை. 
எடுத்துக்காாட்டாாக, அடிப்பக்கம் 3 செென்டிமீட்டரும், உயரம் 4 
செென்டிமீட்டரும் ஆன ஓர் இரு சமபக்க முக்கோ�ோணம் வரைைவதற்கு, 
அடிப்பக்கத்தின் மைைய புள்ளியைை ஆதிப்புள்ளியாாக்கி படத்தில் காாண்பது 
போ�ோல அச்சுகளைை எடுக்கலாாம்:
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(1) 	கீழே� கூறப்பட்டவற்றைைக் கண்டுபிடிக்கவும்:

	 (i) 	 x-அச்சில் எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் 
y-குறிகாாட்டி எண்கள் 

	 (ii) 	 y-அச்சில் எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் 
x-குறிகாாட்டி எண்கள்

	 (iii) 	ஆதிப்புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்கள்

	 (iv) 	 (0, 1) என்ற புள்ளியின் வழியாாக x-அச்சிற்கு 
இணை�யாாக வரைையப்படும் கோ�ோட்டின் 
எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் y-குறிகாாட்டி 
எண்

	 (v) 	 (1, 0) என்ற புள்ளியின் வழியாாக y-அச்சிற்கு 
இணை�யாாக வரைையப்படும் கோ�ோட்டின் 
எந்தப் புள்ளியினுடைையுவும் x-குறிகாாட்டி 
எண்.

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் a என்ற பெெயரில் 
ஒரு சிலைைடரைை உருவாாக்கவும். 

Input Bar இல் (a, 0) எனக் 
கொ�ொடுக்கவும். சிலைைடரைை மெ�துவாாக 
நகர்த்தி a யைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும். 
இந்தப் புள்ளி பயணம் செெய்யும் பாாதைை எது 

? இதைைப் போ�ோன்று (a,2), (a,1), (a,−2),  
(3,a), (−2,a) இந்தப் புள்ளிகளைை 
எடுத்து a மாாறுவதற்கு ஏற்ப ஒவ்வொ�ொரு 
புள்ளியும் பயணம் செெய்யும் பாாதைையின் 
சிறப்புத்தன்மைை என்ன என்றுப் 
பாார்க்கவும். புள்ளிக்கு trace on கொ�ொடுத்து 
பாார்க்கவும்.

குறிகாாட்டி எண்கள் ,2 2 3_ i 
என்ற புள்ளி கிடைைப்பதற்கு 
ஜியோ�ோஜிப்ராாவின் Input Bar இல் 

(2,2sqrt (3)) எனக் கொ�ொடுத்தாால் 
போ�ோதும்.

முக்கோ�ோணத்தின் உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் எவைை ?

மே�லும் இந்த இணை�கரம் வரைைய வே�ண்டுமெ�னில் ?

அச்சுகளைை இவ்வாாறு வரைையலாாம்:

கோ�ோணங்கள் 30°, 60°, 90° ஆன முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் விகிதம் தெெரியும் அல்லவாா. 
அப்போ�ோது இடது மே�ல் உச்சியின் குறிகாாட்டி எண்கள் ,2 2 3_ i.

வலது உச்சியின் ?

அச்சுகளைைப் பயன்படுத்திப் படங்கள் வரைையும்போ�ோது, x-அச்சு (இடப்பக்கத்தில் இருந்து வலப்பக்கம்) 
X′X என்றும், y-அச்சு (மே�லிருந்து கீழ்நோ�ோக்கி) YY′ என்றும்  அடைையாாளப்படுத்தப்படுகின்றன. 
ஆதிப்புள்ளியைை O எனவும்.
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ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் Input Bar இல்

Sequence[(a,a+1),a,0,5] 
எனக்கொ�ொடுத்துப் பாார்க்கவும். a ஆக 0 
முதல் 5 வரைையுள்ள முழு எண்களைைப் 
பயன்படுத்தி (a, a + 1) என்ற 
வடிவத்திலுள்ள எல்லாாப் புள்ளிகளைையும் 
அடைையாாளப்படுத்துவதற்கு உரிய 
அறிவுரைையே� இது. அதாாவது, (0,1), (1,2), 
(2,3), (3,4), (4,5), (5,6) என்ற புள்ளிகள்.

அறிவுரைையில் ஒரு சிறிய மாாற்றம் 
செெய்து  Sequence[(a,a+1),a,0,5,0.5] 
எனச் செெய்துப் பாார்க்கவும். இங்கு a ஆக 
எடுப்பது பூஜ்ஜியத்திலிருந்து தொ�ொடங்கி 

0.5 வீதம் கூட்டிக் கிடைைக்கும் எண்களாாக 
வே�ண்டும் என்பதேே இறுதியில் 0.5 என்று 
கொ�ொடுப்பதன் நோ�ோக்கமாாகும். (1 வீதமே� 
கூட்ட வே�ண்டுமெ�னில் குறிப்பிட்டு 
ஒன்றும் கொ�ொடுக்க வே�ண்டியதில்லைை) 
அப்போ�ோது (0,1), (0.5,1.5), (1,2), ... என 
இவ்வாாறு (5, 6) வரைையுள்ள புள்ளிகளே� 
கிடைைக்கின்றன. 

கீழே� கொ�ொடுத்திருக்கும் ஒவ்வொ�ொரு 
கட்டளைைகளிலிருந்துக் கிடைைக்கும் 
புள்ளிகளின் சிறப்புத்தன்மைைகளைைக் 
கலந்துரைையாாடவும்.
Sequence[(a,0),a,0,5,0.5]
Sequence[(a,2a),a,−3, 4,0.25]
Sequence[(a,a),a,−3,3,0.2]
Sequence[(a,-a),a,−3,3,0.2]
Sequence[(a2,a),a,−4,4,0.1]

(2)	 படத்தில் உள்ள செெவ்வகத்தின் பிற மூன்று உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் 
கண்டுபிடிக்கவும்:

(3) 	கீழே�யுள்ள படத்தில் செெவ்வகத்தின் பக்கங்கள் 
அச்சுகளுக்கு இணை�யாாகும். ஆதிப்புள்ளி 
செெ வ் வ க த் தி ன்  மைை ய ப் பு ள் ளி யாா கு ம் 

(மூலைைவிட்டங்கள் வெ�ட்டிச்செெல்லும் புள்ளி).

	 செெவ்வகத்தின் பிற மூன்று உச்சிகளின் குறிகாாட்டி 
எண்கள் எவைை ?

(4) 	ஒரு சமபக்க முக்கோ�ோணத்தின் படம் கீழே� 
கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ளது.

	 முக்கோ�ோணத்தின் எல்லாா உச்சிகளின் 
குறிகாாட்டி எண்களைையும் கண்டுபிடிக்கவும்.

.
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Input Bar இல் circle[(1,3),2] என 
எழுதினாால் ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் மைையம் 

(1, 3) என்ற புள்ளியும் ஆரம் 2 உம் 
ஆன வட்டமும் கிடைைக்கும்.

Sequence[circle[(a,0),1],a,0,5,0.2] என்ற 
கட்டளைை கொ�ொடுத்தாால் (0, 0), (0.2, 0), 
(0.4,0),...,(5, 0) என்ற புள்ளிகள் மைையமாாகவும், 
ஆரம் 1 உம் ஆன வட்டங்களும் கிடைைக்கும். 
இதைைப் போ�ோன்று கீழே� கொ�ொடுத்திருக்கும் 
ஒவ்வொ�ொரு கட்டளைையைையும் கொ�ொடுத்தாால் 
கிடைைக்கின்ற படங்களைை மனதில் காாணவும். 
அதன்பின்னர் ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் செெய்து 
பாார்க்கவும்.

• 	 Sequence[circle[(a, 0),a],a,0,10,0.1]  
•	 Sequence[circle[(a, 0), a

4 ],a,0,10,0.1]

தேேவைையாான கட்டளைைகளைைக் கொ�ொடுத்து 
இந்தப் படத்தைை வரைையவும்.

செெவ்வகக் கணக்குகள்
படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

இவைை எதிர் உச்சிகளாான ஒரு செெவ்வகத்தைை வரைையவும்

எத்தனை� வே�ண்டுமெ�னிலும் வரைையலாாம்:
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செெவ்வகத்தின் பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு இணை�யாாக வே�ண்டும் என்று கூறினாால் ?  
ஒன்று மட்டும் தாான் வரைைய முடியும் ?

இந்தச் செெவ்வகத்தின் பிற இரண்டு உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் எவைை?

அதற்குப் படத்திற்கு சற்று கூட விளக்கம் கொ�ொடுக்கலாாம். கீழ்ப்பக்க இடது உச்சியின் y-குறிகாாட்டி 
எண் 2 ஆனதாால், x-அச்சிலிருந்து அதற்குள்ள உயரம் 2 ஆகும்.

அடிப்பக்கம் x-அச்சிற்கு இணை�யாானதாால், இந்தப் பக்கத்தில் மற்றொ�ொரு உச்சியும் இதேே உயரத்தில் 
ஆகும்; அதாாவது இந்த உச்சியினுடைைய y-குறிகாாட்டி எண் 2 ஆகும்.

இந்த உச்சியின் x-குறிகாாட்டி எண்ணை�க் கண்டுபிடிக்க, மே�லே� உள்ள வலது உச்சியைைப் 
பாார்க்கவும். இதன் x-குறிகாாட்டி எண் 7 ஆனதாால், y-அச்சிலிருந்து இந்த உச்சிக்கு உள்ள தூரம் 
7 ஆகும்.

செெவ்வகத்தின் வலது பக்கம், y-அச்சிற்கு இணை�யாானதாால், இந்தப் பக்கத்தின் அடுத்த உச்சியும் 
இதேே தூரத்திலாாகும்; அதாாவது, அதன் x-குறிகாாட்டி எண்ணும் 7 ஆகும்.
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இதைைப் போ�ோன்று செெவ்வகத்தின் இடது மே�ல் உச்சியைையும் கண்டுபிடிக்கலாாம்:

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில்

	 	Segment[(2,-1), (3,5)]

என்ற கட்டளைை கொ�ொடுத்தாால் (2, −1), (3, 5) 
என்ற புள்ளிகள் இணை�யும் கோ�ோட்டுத்துண்டு 
கிடைைக்கும். கீழே� தரப்பட்டுள்ள கட்டளைைகளைை 
உருவாாக்கும் கோ�ோடுகளின் சிறப்புத் தன்மைை 
களைைக் கலந்துரைையாாடவும்.
•	 Sequence[segment[(a, 0),(a, 3)],a,0,5,0.2]

• 	 Sequence[segment[(a, 0),(a, a)],a,0,5,0.2]

• 	 Sequence[segment[(0, 3),(a, 0)],a,−4,4,0.1]

• 	 Sequence[segment[(a,0),(0, a)],a, −3,3,0.2]

• 	 Sequence[segment[(a, 0),(0,5 − a)],a,0,5,0.1]
தேேவைையாான கட்டளைைகளைைக் கொ�ொடுத்து இந்தப் 
படத்தைை வரைையவும்.
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செெவ்வகத்தின் நாான்கு உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைை ஒன்றாாகப் பாார்க்கவும்:

குறிகாாட்டி எண்களைைக் கண்டுபிடித்த வழிமுறைையைை மே�லும் ஒருமுறைை பாார்க்கவும். 
பயன்படுத்திய கருத்து என்ன ?

x-அச்சிற்கு இணை�யாாக நகரும்போ�ோது y-குறிகாாட்டி எண் மாாறுவதில்லைை; y-அச்சிற்கு 
இணை�யாாக நகரும்போ�ோது x-குறிகாாட்டி எண் மாாறுவதில்லைை;

பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு இணை�யாான வே�றொ�ொரு செெவ்வகத்தைைப் பாார்க்கவும்:

இதன் பிற இரண்டு உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைை எவ்வாாறு கண்டுபிடிப்பது ?

முதலில் இடது பக்கத்தில் கீழ் உச்சியைைப் பாார்ப்போ�ோம். இடதுபக்கத்தின் மே�ல் உச்சியின் 

x-குறிகாாட்டி எண் 2; இந்தப் பக்கம் y-அச்சிற்கு இணை�யாானதாால், கீழ் உச்சியின் x-குறிகாாட்டி 
எண்ணும் 2 ஆகும். 

இந்த உச்சி கீழ்ப்பக்கத்திலும் அல்லவாா. கீழ்ப்பக்கத்தின் வலது உச்சியின்  

y-குறிகாாட்டி எண் 1; இந்தப் பக்கம் x-அச்சுக்கு இணை�யாானதாால், இடது உச்சியின் y-குறிகாாட்டி 
எண்ணும் 1 ஆகும்.

இதைைப் போ�ோன்று சிந்தித்து, வலது மே�ல் உச்சியைையும் கணக்கிடலாாம்:
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எந்த இரண்டு ஜோ�ோடி புள்ளிகளுடைைய குறிகாாட்டி எண்களைைக் கொ�ொடுத்தாாலும், இவைை எதிர் 
உச்சிகளாான செெவ்வகம் வரைைய இயலுமாா? புள்ளிகள் கீழே� காாண்பிக்கப்பட்டுள்ள ஏதேேனும் 
முறைையில் ஆனாால் ?

இவ்விரண்டு படங்களிலும் புள்ளிகள் எதிர் உச்சிகளாாகவும், பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு 
இணை�யாாகவும் உள்ள செெவ்வகம் வரைைய இயலாாதது ஏன் ?

முதல் படத்தின் புள்ளிகளைை இணை�க்கின்ற கோ�ோடு y-அச்சிற்கும், இரண்டாாவது படத்தின் 
புள்ளிகளைை இணை�க்கின்ற கோ�ோடு x-அச்சிற்கும் இணை�யாானவைை அல்லவாா ?

பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு இணை�யாான எந்தச் செெவ்வகத்தின் மூலைைவிட்டமும், அச்சுகளுக்கு 
இணை�யாாகாாது அல்லவாா?

அப்போ�ோது பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம் ?

• 	 இரண்டு புள்ளிகளின் x-குறிகாாட்டி எண்கள் சமமெ�னில், அவற்றைை இணை�க்கின்ற 
கோ�ோடு y-அச்சிற்கு இணை�யாாகும்.
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• 	 இரண்டு புள்ளிகளின் y-குறிகாாட்டி எண்கள் சமமெ�னில், அவற்றைை இணை�க்கின்ற 
கோ�ோடு x-அச்சிற்கு இணை�யாாகும்.

இந்த இரண்டு வகைையிலும் உள்ள புள்ளிகள் எதிர் உச்சிகளாாகவும், பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு 
இணை�யாாகவும் செெவ்வகம் வரைைய இயலாாது.

அப்போ�ோது இவ்வாாறாான செெவ்வகம் வரைைய இயலும் புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் 
குறித்து என்ன கூறலாாம் ?

இரண்டு குறிப்பிட்ட புள்ளிகள் எதிர் உச்சிகளாாகவும் பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு இணை�யாாகவும் 
செெவ்வகம் வரைைய இயலுமெ�னில், புள்ளிகளின் x-குறிகாாட்டி எண்கள் வெ�வ்வே�றாானவைை 
ஆக வே�ண்டும்; y-குறிகாாட்டி எண்களும் வெ�வ்வே�றாானவைை ஆக வே�ண்டும்.

(1) 	கீழே� உள்ள செெவ்வகங்களின் பக்கங்கள் எல்லாாம் அச்சுகளுக்கு இணை�யாாகும். 
ஒவ்வொ�ொரு செெவ்வகத்தின் பிற இரண்டு உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் 
கண்டுபிடிக்கவும்:

(2) 	அச்சுகள் வரைையாாமல் கீழே� கூறப்பட்டுள்ள புள்ளிகளின் ஜோ�ோடிகளைை, இடது - 
வலது, மே�ல்-கீழ் இடங்கள் சரியாாக அடைையாாளப்படுத்தவும். இந்தப் புள்ளிகள் எதிர் 
உச்சிகளாாவும் பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு இணை�யாாகவும் வரைையும் செெவ்வகங்களின் 
பிற உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

	 (i) (3,5), (7,8)	 (ii) (6,2), (5, 4) 	 (iii) (−3, 5), (−7,1)	 (iv) (−1, −2), (−5, −4)

நீளங்களும் தூரங்களும்
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

இரண்டு புள்ளிகள் அடைையாாளப்படுத்தப்பட்டுள்ளன.
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இந்தப் புள்ளிகள் எதிர் உச்சிகளாாகவும், பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு இணை�யாாகவும் உள்ள 
செெவ்வகம் வரைையலாாம் அல்லவாா; அதன் பிற இரண்டு உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் 
கணக்கிடவும் செெய்யலாாம்:

இனி இந்தச் செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளம் கணக்கிடலாாமாா ?

கீழே�யும் மே�லே�யும் உள்ள பக்கங்களின் நீளங்கள் x-அச்சில் 1, 4 என அடைையாாளப்படுத்திய 
புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரம் அல்லவாா ?

இந்தப் புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரம் எவ்வளவு ?

அச்சுகளில் தூரங்களைை அடைையாாளப்படுத்துவதற்கு எந்த நீளத்தைையும் ஓர் அலகாாக எடுக்கலாாம் 
எனக் கண்டோ�ோம் அல்லவாா. அப்போ�ோது, நீளங்களைையும் தூரங்களைையும் எல்லாாம் இந்த அலகின் 
மடங்காாக மட்டுமே� கூற இயலும். 

அப்போ�ோது x-அச்சில் 1, 4 என அடைையாாளப்படுத்திய புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரம், இந்த 
அலகின் 3 மடங்கு ஆகும்.

சாாதாாரணமாாக, இத்தகைைய அளவுகள் அலகுகள் ஒன்றும் இல்லாாமல் எண்களாாக மட்டுமே� 
கூறப்படுகிறது. அப்போ�ோது, செெவ்வகத்தின் மே�லே�யும் கீழே�யும் உள்ள பக்கங்களின் நீளம் 3 ஆகும்.
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இடது, வலது பக்கங்களின் நீளம் ?

y-அச்சில் 2, 3 என அடைையாாளப்படுத்திய புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரம்; அதாாவது 1.

இனி எதிர் உச்சிகள் பின்வருமாாறு ஆனாால் ?

செெவ்வகம் வரைைந்து, பிற உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைையும் கணக்கிடலாாம்:
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கீழே�யும் மே�லே�யும் உள்ள பக்கங்களின் நீளம், x-அச்சில் எந்த இரண்டு எண்களுக்கு இடைையே� 
உள்ள தூரமாாகும் ?

இந்தத் தூரம் எவ்வளவு ?

இதுபோ�ோன்று, செெவ்வகத்தின் இடது வலது பக்கங்களின் நீளம் கணக்கிடலாாமாா ?

பொ�ொதுவாாக, எதிர் உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் (x1, y1), (x2, y2) ஆனதும் பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு 
இணை�யாானதுமாான செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளங்களைை எவ்வாாறு கூறலாாம் ?

•	 கீழே�யும் மே�லே�யும் உள்ள பக்கங்களின் நீளம், x-அச்சில் x1, x2 என்ற எண்களைை 
அடைையாாளப்படுத்திய புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரமாாகும்.

•	 இடது வலது பக்கங்களின் நீளம், y-அச்சின் y1, y2 என்ற எண்களைை அடைையாாளப்படுத்திய 
புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரமாாகும்.

இந்த நீளங்களைை எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம் ?

அச்சுகள் ஒவ்வொ�ொன்றினை�யும் ஓர் எண்கோ�ோடாாகப் பாார்க்கலாாம். அப்போ�ோது ஒன்பதாாம் வகுப்பில் 
கற்றதிலிருந்து, ஒவ்வொ�ொரு நீளமும் அடைையாாளப்படுத்திய எண்களில் பெெரியதிலிருந்து சிறியதைைக் 
கழித்ததாாகும்; இந்தச் செெயலைை மட்டளவாாக(சாார்பு விலைை) எழுதவும் செெய்யலாாம். (ஒன்பதாாம் 
வகுப்பில் மெ�ய்யெ�ண்கள் என்ற பாாடத்தில் தூரங்கள் என்ற பகுதி).

மே�லே� கூறிய கருத்துக்களைை இயற்கணிதத்தைைப் பயன்படுத்தி இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

எதிர் உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் (x1, y1), (x2, y2) உம் பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு 
இணை�யாானதுமாான செெவ்வகத்தின்

•	 கீழே�யும் மே�லே�யும் உள்ள பக்கங்களின் நீளம்  |x1 − x2|

•	 இடது வலது பக்கங்களின் நீளம் |y1 − y2|

இனி எதிர் உச்சிகளைைத் தெெரிந்து கொ�ொண்டாால் அச்சுகள் வரைையாாமலே� செெவ்வகத்தின் 
பக்கங்களின் நீளம் கணக்கிடலாாம் அல்லவாா.

எடுத்துக்காாட்டாாக, எதிர் உச்சிகள் (−1, 3), (5, −2) என ஆனாால் ?

கீழே�யும் மே�லே�யும் உள்ள பக்கங்களின் நீளம் 5 − (−1) = 6

இடது, வலது பக்கங்களின் நீளம் 3 − (−2) = 5

எதிர் உச்சிகளைை இணை�த்தாால் கிடைைப்பது, செெவ்வகத்தின் மூலைைவிட்டம் அல்லவாா. அதனுடைைய 
நீளம் எவ்வளவு ?

6 5 61
2 2� �

x-குறிகாாட்டி எண்களும், y-குறிகாாட்டி எண்களும் 
வெ�வ்வே�றாான எந்த இரண்டு புள்ளிகளும் ஒரு 
செெவ்வகத்தின் எதிர் உச்சிகள் ஆகலாாமல்லவாா.

அப்போ�ோது அத்தகைைய எந்த இரண்டு புள்ளிகளுக்கு 
இடைையே� உள்ள தூரத்தைையும் இவ்வாாறு கணக்கிடலாாம். 
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எடுத்துக்காாட்டாாக (2, 5), (6, 6) என்ற புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரத்தைை எவ்வாாறு 
கணக்கிடலாாம் ? இவைை எதிர் உச்சிகளாாக வருகின்ற செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளம்  

6 – 2 = 4 உம் 6 − 5 = 1 உம் ஆகும்; அப்போ�ோது மூலைைவிட்டத்தின் நீளம்

4 1 17
2 2� �

இந்தக் கருத்தைைப் பொ�ொதுவாாக எவ்வாாறு கூறலாாம் ?

(i)	 குறிகாாட்டி எண்கள் (x1, y1), (x2, y2) ஆன இரண்டு புள்ளிகள் ஒரு செெவ்வகத்தின் எதிர் 
உச்சிகள் ஆக வே�ண்டுமெ�னில் x1 ≠ x2, y1 ≠ y2 என இருக்க வே�ண்டும்.

(ii)	 செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளங்கள் |x1 − x2|, |y1 − y2|

(iii) 	புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரம் செெவ்வகத்தின் மூலைைவிட்டத்தின் நீளமாானதாால், 
இந்தத் தூரம் x x y y1 2

2

1 2

2� � �

எந்த எண்ணினுடைையவும் அதன் மட்டளவினுடைையவும் வர்க்கம் ஒரேே எண் என ஒன்பதாாம் 
வகுப்பில் கற்றிருக்கிறோ�ோம் அல்லவாா (மெ�ய்யெ�ண்கள் என்ற பாாடத்தில் மட்டளவு என்ற பகுதி).

அப்போ�ோது

( ) ( )x x y y x x y y1 2

2

1 2

2

1 2
2

1 2
2� � � � � � �

இவற்றைையெ�ல்லாாம் சேேர்த்து இவ்வாாறு கூறலாாம்:

இரண்டு புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் (x1, y1), (x2, y2) எனவும், இவற்றில் x1 ≠ x2, y1 ≠ y2 

எனவும் ஆனாால், இந்தப் புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரம் x x y y1 2

2

1 2

2� � �_ `i j
இனி ஏதேேனும் குறிகாாட்டி எண்கள் சமமாான இரண்டு புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரத்தைை 
எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம் ?

எடுத்துக்காாட்டாாகக் குறிகாாட்டி எண்கள் (4, −2) உம் (4, 3) உம் ஆன புள்ளிகளைை எடுக்கலாாம்:
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இவற்றிற்கு இடைையே� உள்ள தூரம், y-அச்சில் 3, −2 என அடைையாாளப்படுத்திய புள்ளிகளுக்கு 
இடைையே� உள்ள தூரம் அல்லவாா ?
அதாாவது 3 − (−2) = 5

பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால்

இரண்டு புள்ளிகளுக்கு ஒரேே x குறிகாாட்டி எண்கள் எனில், அவற்றைை (x, y1), (x, y2) என 
எடுக்கலாாம்; அவற்றிற்கிடைையே� உள்ள தூரம் |y1 − y2|.

ஒரேே y-குறிகாாட்டி எண்களைையுடைைய புள்ளிகளாானாால் ?

இரண்டு புள்ளிகளுக்கு ஒரேே y-குறிகாாட்டி எண்கள் எனில் அவற்றைை (x1, y), (x2, y)  
என எடுக்கலாாம்; அவற்றிற்கிடைையே� உள்ள தூரம் |x1 − x2|.

இனி, குறிகாாட்டி எண்கள் வே�றுபட்ட புள்ளிகள் (x1, y1), (x2, y2) இடைையே� உள்ள தூரத்தைைக் 

கணக்கிடப் பயன்படுத்திய x x y y1 2

2

1 2

2� � �  என்ற இயற்கணித வடிவத்தில் x1 = x2 என 
எடுத்தாால் ?

y y y y1 2

2

1 2
� � �  

y1 = y2  என எடுத்தாால் ?

x x x x1 2

2

1 2
� � �  

அப்போ�ோது ஏதேேனும் குறிகாாட்டி எண்கள் சமமாான புள்ளிகளுக்கு இடைையே� உள்ள தூரத்தைைக் 
கணக்கிடவும் இந்தச் செெயலைைப் பயன்படுத்தலாாம்:

குறிகாாட்டி எண்கள் (x1, y1), (x2, y2) ஆன எந்த இரண்டு புள்ளிகளுக்கும் இடைையே� உள்ள 

தூரம் ( ) ( )x x y y1 2
2

1 2
2� � �  

எடுத்துக்காாட்டாாக, குறிகாாட்டி எண்கள் (4, −2), (−3, −1) ஆன புள்ளிகளுக்கு இடைையே�யுள்ள தூரம்

4 3 2 1 7 1 50 5 2
2 2 2 2� � � � � � � � � � �` _ ` ^ ^ij hj h
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குறிகாாட்டி எண்கள் (−2, 1) என்ற புள்ளிக்கும் ஆதிப்புள்ளிக்கும் இடைையே� உள்ள தூரம் ?

2 0 1 0 5
2 2� � � � �_ _i i

பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால்

குறிகாாட்டி எண்கள் (x, y) ஆன புள்ளிக்கும், ஆதிப் புள்ளிக்கும் இடைையே� உள்ள தூரம் x y2 2+  

இனி இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

குறிகாாட்டி எண்கள் (−1, 2), (3, 5), (9, − 3) ஆன புள்ளிகள் ஒரேே நேேர்கோ�ோட்டிலாா ?

மூன்று புள்ளிகள் ஒரேே நேேர்கோ�ோட்டில் எனில், அவற்றிற்கிடைையே� உள்ள தூரங்களில் 
மிகப்பெெரியது, பிற இரண்டு தூரங்களின் தொ�ொகைையாாக இருக்க வே�ண்டும்.

கணக்கில் கூறப்பட்டுள்ள மூன்று புள்ளிகளுக்கு A, B, C எனப் பெெயரிடுவோ�ோம். அப்போ�ோது

	 AB	 =	 1 3 2 5 16 9 5
2 2� � � � � � �_ _i i

	 BC	 =	 3 9 5 3 36 64 10
2 2� � � � � � �_ ` _i ij

	 AC	 =	 1 9 2 3 100 25 5 5
2 2� � � � � � � �_ ` _i ij

இவற்றில் மிகப்பெெரியது AC (அது எவ்வாாறு கிடைைத்தது?). இனி AB, BC என்பனவற்றின் 
நீளத்தைைக் கூட்டினாால் 15; இது AC இன் நீளம் அல்ல அப்போ�ோது A, B, C என்ற புள்ளிகள் ஒரேே 
நேேர்கோ�ோட்டில் அல்ல.

வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் பாார்ப்போ�ோம்:

ஒரு செெவ்வகத்தின் உள்ளே� உள்ள ஒரு புள்ளியில் இருந்து செெவ்வகத்தின் மூன்று 
உச்சிகளுக்கு உள்ள தூரம் 3 செென்டிமீட்டர், 4 செென்டிமீட்டர், 5 செென்டிமீட்டர் என 
இவ்வாாறாாகும். நாான்காாவது உச்சிக்கு உள்ள தூரம் என்ன ?

ஒரு படம் வரைையலாாம்:

செெவ்வகத்தின் கீழே� இடதுபக்க உச்சியைைப் ஆதிப்புள்ளியாாகவும், அதன் வழியாாக உள்ள 
இரண்டு பக்கங்களைை அச்சுகளாாகவும் எடுக்கலாாம்:
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படத்தில் A என்ற புள்ளி x-அச்சில் ஆனதாால், அதன் y-குறிகாாட்டி எண் 0 ஆகும்; அதன் x-குறிகாாட்டி 
எண் a என எடுத்தாால், A இன் குறிகாாட்டி எண்கள் (a, 0)

இதைைப் போ�ோன்று B இன் y-குறிகாாட்டி எண்ணை� b என எடுத்தாால், அதன் குறிகாாட்டி எண்கள் 

(0, b), அப்போ�ோது C இன் குறிகாாட்டி எண்கள் (a, b) ஆக வே�ண்டும்.

P இன் குறிகாாட்டி எண்கள் (x, y) என எடுக்கலாாம்:

இனி தெெரிந்த நீளங்களைை எல்லாாம் குறிகாாட்டி எண்களைைப் பயன்படுத்தி எழுதலாாம்:

	 x2 + (y − b)2	 =	 9

	 x2 + y2	 = 	 16

	 (x − a)2 + y2 	 = 	 25

நாாம் கண்டுபிடிக்க வே�ண்டியது PC அல்லவாா; அதன் வர்க்கம்

(x − a)2 + (y − b)2

மே�லே� எழுதிய மூன்று சமன்பாாடுகளைைப் பயன்படுத்தி இதைைக் கணக்கிட இயலுமாா ?

இதில் முதல் மற்றும் மூன்றாாம் சமன்பாாட்டைைக் கூட்டினாால்

(x2 + (y − b)2) + (x − a)2 + y 2 = 9 + 25
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அதாாவது,

x2 + y 2 + (x − a)2 + (y − b)2 = 34 

இரண்டாாவது சமன்பாாட்டில் இருந்து, x2 + y 2 = 16 ஆகும் அல்லவாா. இதனை� இப்போ�ோது கிடைைத்த 
சமன்பாாட்டில் பயன்படுத்தினாால், 

16 + (x − a)2 + (y − b)2 = 34

அப்போ�ோது,

(x − a)2 + (y − b)2 = 34 − 16 = 18

எனவே� PC இன் நீளம் 18 3 2=  செென்டிமீட்டர்.

(1)	 படத்திலுள்ள நாாற்கரத்தின் பக்கங்களின், மூலைைவிட்டங்களின் நீளங்களைைக் 
கணக்கிடுக.

(2)	 (2, 1), (3, 4), (−3, 6) என்ற புள்ளிகளைை இணை�த்தாால், ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணம் 
கிடைைக்கும் என நிறுவுக.

(3)	 ஆதிப்புள்ளி மைையமும், ஆரம் 10 உம் ஆன ஒரு வட்டம் வரைையப்படுகிறது,

	 (i)	 குறிகாாட்டி எண்கள் (6, 9), (5, 9), (6, 8) ஆன புள்ளிகள் இந்த வட்டத்தின் 
உள்ளே�யாா, வெ�ளியே�யாா, வட்டத்திலாா எனச் சோ�ோதித்துப் பாார்க்கவும்.

	 (ii)	 இந்த வட்டத்தில் உள்ள 8 புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைை எழுதுக.

(4) 	மைையத்தின் குறிகாாட்டி எண்கள் (1, 1) உம், ஆரம் 2  உம் ஆன வட்டம் 

x-அச்சைை வெ�ட்டிச்செெல்லும் புள்ளிகளுடைையவும், y-அச்சைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் 
புள்ளிகளுடைையவும் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

(5) 	ஒரு முக்கோ�ோணத்தின் உச்சிகள் (0, 0), (4, 0), (1, 3) என்ற புள்ளிகளாாகும். இதன் 
சுற்று வட்டத்தின் மைையத்தைையும் ஆரத்தைையும் கண்டுபிடிக்கவும்..
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