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கணிதம்

உறுதிமொ�ொழி

இந்தியாா எனது நாாடு. இந்தியர் அனை�வரும் எனது உடன்பிறந்தோ�ோர்.
எனது நாாட்டைை நாான் உயிரினும் மே�லாாக மதிக்கிறேேன், அதன் வளம் 
வாாய்ந்த பல்வகைைப் பரம்பரைைப் புகழில் நாான் பெெருமைைகொ�ொள்கிறேேன். 
அதற்குத்தக நாான் என்றும் நடந்துகொ�ொள்வே�ன்.

என் பெெற்றோ�ோர். ஆசிரியர். மூத்தோ�ோர் இவர்களைை நாான் நன்கு 
மதிப்பேேன். எல்லாாருடனும் நாான் பண்புடன் பழகுவே�ன். எனது 
நாாட்டினுடைையவும் நாாட்டு மக்களிடமும் பக்தியுடன் இருப்பேேன் என 
உறுதி கூறுகிறேேன். அவர்களின் நவத்திலும் வளத்திலும்தாான் எனது 
இன்பமும் அடங்கியிருக்கிறது.

தே�சிய கீதம்
ஜன கண மன அதிநாாயக ஜய ஹே�

பாாரத பாாக்ய விதாாதாா
பஞ்சாாப சிந்து குஜராாத மராாட்டாா

திராாவிட உத்கல பங்காா
விந்திய ஹிமாாசல யமுனாா கங்காா

உச்சல ஜலதி தரங்காா
தவ சுப நாாமே� ஜாாகேே
தவ சுப ஆசிஸ் மாாகேே
காாகேே தவ ஜய காாதாா

ஜன கண மங்கள தாாயக ஜய ஹே�
பாாரத பாாக்ய விதாாதாா

ஜய ஹே�! ஜய ஹே�! ஜய ஹே�!
ஜய ஜய ஜய ஜய ஹே�!
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அன்பு மாாணவர்களே�,

அளவுகளைை எண்களாாக மாாற்றுவதும், அளவுகள் சாார்ந்த சிக்கல்களைை 
எண்கணிதப் பிரச்சினை�களாாகவும், இயற்கணிதப் பிரச்சனை�களாாகவும் 
மாாற்றித் தீர்வுகளைைக் கண்டடைைவதெெல்லாாம் முந்தைைய வகுப்புகளில் 
நீங்கள் கண்டறிந்துள்ளீர்கள். சாார்பு எண்களின் செெயல் தொ�ொடர்புகளைை 
இயற்கணித கருத்துகளாாக வளர்ச்சி அடைைய செெய்வதும், அவைைகளைை 
அளவுகள் தொ�ொடர்பாான சிக்கல்களில் பயன்படுத்தப்படுவதைையும் நீங்கள் 
புரிந்துகொ�ொண்டுள்ளீர்கள். வடிவங்களின் சிறப்புத் தன்மைைகளைை 
வடிவியல் கருத்துக்களாாக மாாற்றுவதற்காான எடுத்துக்காாட்டுகளும் 
அறிமுகப்படுத்தப்பட்டுள்ளன.

இந்த வழிமுறைைகளிலே�யே� சற்று கூட முன்னே�றுவதற்காாக 
இப்பாாடநூலில் செெய்யப்பட்டுள்ளது. வெ�வ்வே�று கிளைைகளாாக வளர்ந்து 
வரும் வடிவியலும் இயற்கணிதமும் இணை�ந்து ஒரு புதிய கணிதக் 
கிளைையைை உருவாாக்குவதைை இங்கேே காாணலாாம். அனை�த்து அறிவியல் 
துறைைகளிலும் பயன்படுத்துவதும், இன்று பரவலாாகப் பயன்படுத்தப்படும் 
செெயற்கைை நுண்ணறிவு உருவாாக்கத்தில் தவிர்க்க முடியாாததாாகிய 
வாாய்ப்புகளின் கோ�ோட்பாாட்டின் முதன்மைை பாாடங்களும் இதில் 
சேேர்க்கப்பட்டுள்ளன.

கணிதத்தைை நேேசித்துத் தொ�ொடர்ந்து படிக்க விரும்பும் மாாணவர்களுக்குத் 
தேேவைையாான அடிப்படைை அறிவு அனை�த்தும் இந்தப் பாாடநூலில் உள்ளது. 
ஆரம்பக் கல்வியின் ஒரு நிலைையைை முடித்த பிறகு அனை�வரும் 
கண்டிப்பாாகக் அறிந்திருக்க வே�ண்டிய கணித கலாாச்சாாரம் தாான் இந்த 
நூலின் உள்ளாார்ந்த முக்கியத்துவம். காாரிய காாரண உணர்வுடன் 
கூடிய பகுப்பாாய்வுகளைை மே�ற்கொ�ொண்டு, அதன்மூலம் மட்டும் முடிவுகளைை 
வடிவமைைக்கத் தேேவைைப்படும் மனோ�ோபாாவத்தைை இந்தக் கலாாசாாரம் 
உருவாாக்குகிறது.

அன்பாான வாாழ்த்துகளுடன்,

முனை�வர் ஜெ�யபிரகாாஷ் ஆர்.கெ�.
இயக்குநர் 

எஸ்.சி.இ.ஆர்.டி கேேரளம்
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Xதொ�ொடுகோ�ோடுகள்

கோ�ோடுகளும் வட்டங்களும்
படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

வட்டத்தில்  A என்ற புள்ளியின் வழியாாக உள்ள விட்டம் 

AB; இது இருபுறமும் சற்று நீட்டப்பட்டுள்ளது.

வட்டத்தில் வே�றொ�ொரு புள்ளி X ஐ எடுத்து, AX என்ற 
நாாணை� இது போ�ோல நீட்டியதேே இந்தப் படம்:

88 தொ�ொடுகோ�ோடுகள்தொ�ொடுகோ�ோடுகள்
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X கணிதம் (Mathematics) பகுதி - II

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் O என்ற 
புள்ளியைை மைையமாாகக் கொ�ொண்டு 

ஒரு வட்டம் வரைைந்து அதில் A, X என்ற 
இரண்டு புள்ளிகளைை அடைையாாளப் 
படுத்தவும்.  O, A என்ற புள்ளிகளைையும் 
A, X என்ற புள்ளிகளைையும் இணை�த்து 

Line பயன்படுத்தி கோ�ோடுகள் வரைையவும். 
X இன் இடம் A க்கு நெ�ருங்கும் போ�ோது 

AX என்ற கோ�ோட்டிற்கு என்ன நிகழும் ? 
X என்ற புள்ளி A ஐ அடைையும் போ�ோது? 
O, X இவற்றைை இணை�க்கவும். X ன் 
இடம் A க்கு நெ�ருங்கும் போ�ோது OAX, AOX 

என்ற கோ�ோணங்களுக்கு என்ன மாாற்றம் 
நிகழும் என்று பாார்க்கவும்.

A இன் இடத்தைை மாாற்றாாமல், X ஐ சற்று A ஐ நோ�ோக்கி நெ�ருங்கி வரச் செெய்தாால்?

இவ்வாாறு X வட்டத்தின் வழியாாக A ஐ நோ�ோக்கி அதிகம் நெ�ருங்கி வரச் செெய்து கொ�ொண்டேேயிருந்தாால்?

AX என்ற கோ�ோடு படத்திலுள்ள பச்சைை நிறக் கோ�ோட்டைை நெ�ருங்கி நெ�ருங்கி வருகிறதல்லவாா ?

இந்தப் பச்சைை நிறக் கோ�ோட்டைைக் குறித்து என்ன கூறலாாம்?

அது வட்டத்தைை A இல் மட்டும் தொ�ொடுகிறது அல்லவாா ?

இந்தக் கோ�ோட்டைை வட்டத்தில் A என்ற புள்ளியில் உள்ள தொ�ொடுகோ�ோடு (tangent) எனக் கூறுவர். 
படத்தைை இன்னும் ஒருமுறைை பாார்க்கவும்; விட்டத்திற்கும் தொ�ொடுகோ�ோட்டிற்கும் இடைையே� ஏதேேனும் 
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Xதொ�ொடுகோ�ோடுகள்

நகரும் கோ�ோடுகள்
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்.

ஒரு வட்டமும், மைையம் வழியாாக ஒரு கோ�ோடும். 
கோ�ோட்டைைச் சற்று மே�ல் நோ�ோக்கி நகர்த்தினாால்?

கோ�ோட்டைை மீண்டும் மீண்டும் நகர்த்திக் 
கொ�ொண்டேேயிருந்தாால் வட்டத்தில் ஒரேேயொ�ொரு 
புள்ளியின் வழியாாகச் செெல்லும் கோ�ோடு 
ஆகுமல்லவாா?

மைையத்தைையும் கடைைசியில் கிடைைத்த 
புள்ளியைையும் இணை�க்கின்ற கோ�ோடு இந்த 
இணை�கோ�ோடுகளுக்கெ�ல்லாாம் செெங்குத்தல்லவாா.

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் ஒரு வட்டத்தைையும் 
அதன் ஒரு ஆரத்தைையும் வரைையவும். 
ஆரத்தில் ஒரு புள்ளியைை (Point on 

Object) அடைையாாளப்படுத்தி அதன் வழியாாக 
ஆரத்திற்குச் செெங்குத்துக் கோ�ோடு வரைையவும். 
புள்ளியின் இடத்தைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும். 
இந்தப் புள்ளி வட்டத்தைை அடைையும்போ�ோது 
கோ�ோட்டிற்கு என்ன நிகழ்கிறது?

தொ�ொடர்பு காாணப்படுகிறதாா? தொ�ொடுகோ�ோடு விட்டத்திற்குச் 
செெங்குத்து என தோ�ோன்றுகிறதல்லவாா ?
இதைைப் பரிசோ�ோதனை� செெய்ய, X என்ற புள்ளி வட்டத்தின் 
வழியாாக A என்ற புள்ளியைை நெ�ருங்கும் போ�ோது இந்த 
நாாணிற்கும் விட்டத்திற்குமிடைையே�யுள்ள கோ�ோணத்திற்கு 
என்ன நிகழ்கிறது எனப் பாார்க்கலாாம்:

X என்ற புள்ளி A என்ற புள்ளியைை நெ�ருங்கும் போ�ோது 
படத்தில் x° என்று அடைையாாளப்படுத்தப்பட்டுள்ள இந்தக் 
கோ�ோணம் பெெரியதாாகும். எதுவரைைக்கும் பெெரியதாாகும்?

அதைைப் புரிந்து கொ�ொள்வதற்கு, AX என்ற நாாணின் மைையக் 
கோ�ோணம் y° என எடுக்கலாாம்.

X என்ற புள்ளி A ஐ நெ�ருங்கும்போ�ோது, AX என்ற நாாணின் 
நீளமும், அதன் மைையக் கோ�ோணமும் சிறியதாாகும், அதாாவது 

y என்ற எண், பூஜ்யத்தைை நெ�ருங்கும்.
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நாாம் தெெரிந்து கொ�ொள்ள வே�ண்டியது, x என்ற எண்ணிற்கு என்ன நிகழ்கிறது என்பதல்லவாா; 

x க்கும் y க்கும் இடைையைை உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன ?

OAX என்ற முக்கோ�ோணத்தின் OA, OX என்னும் பக்கங்கள் வட்டத்தின் ஆரங்களாாகும்; எனவே� 
அவற்றிற்கு ஒரேே நீளங்கள் ஆகும். அப்போ�ோது முக்கோ�ோணத்தில் இவற்றிற்கு எதிரேேயுள்ள கோ�ோணங்களும் 
சமமாாக வே�ண்டுமல்லவாா (எட்டாாம் வகுப்பில் சம முக்கோ�ோணங்கள் என்ற பாாடத்தில் இருசமபக்க 
முக்கோ�ோணங்கள் என்ற பகுதி).

அப்போ�ோது OAX என்ற முக்கோ�ோணத்தில் மூன்றாாவது கோ�ோணம் x° ஆகும்.

முக்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° ஆனதாால்

2x + y = 180
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அதாாவது,

x = 
2

1 (180 − y) = 90 − y
2

1

y என்ற எண் பூஜ்யத்தைை நெ�ருங்கும்போ�ோது, x என்ற எண் 90 ஐ நெ�ருங்கும் என இந்தத் 
தொ�ொடர்பிலிருந்து காாணலாாமல்லவாா.
அதாாவது, X என்ற புள்ளி A என்ற புள்ளியைை நெ�ருங்கும் போ�ோது, AX என்ற நாாணும் விட்டமும் 
சேேர்ந்து உருவாாக்கும் கோ�ோணம் 90° ஐ நெ�ருங்கி நெ�ருங்கி வரும்; 

தொ�ொடுகோ�ோடாாகும் போ�ோது சரியாாக 90° ஆகவும் செெய்யும்.

இதைை ஒரு பொ�ொது கருத்தாாகக் கூறலாாம்:

வட்டத்திலுள்ள ஒரு புள்ளி வழியாாக உள்ள தொ�ொடுகோ�ோடு, அந்த புள்ளி 
வழியாாக உள்ள விட்டத்திற்குச் செெங்குத்தாாகும்.

இதைைப் பயன்படுத்தி ஒரு வட்டத்தின் எந்தப் புள்ளி வழியாாகவும் தொ�ொடுகோ�ோடு வரைையலாாம். அந்தப் 
புள்ளி வழியாாக உள்ள விட்டத்திற்கு அதேே புள்ளி வழியாாகச் செெங்குத்துக்கோ�ோடு வரைைந்தாால் 
போ�ோதுமல்லவாா.

விட்டம் முழுவதும் வரைையாாமல் அந்தப் புள்ளி வழியாாக உள்ள ஆரம் வரைைந்தாாலும் போ�ோதும்:
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வட்டத்திற்குத் தொ�ொடுகோ�ோடு 
வரைைய ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் 

Tangents ஐ எடுத்து வட்டத்திலும் 
தொ�ொடுகோ�ோடு கடந்து செெல்ல வே�ண்டிய 
புள்ளியிலும் கிளிக் செெய்தாால் போ�ோதும். புள்ளி 
வட்டத்தில் இருந்தாால் ஒரு தொ�ொடுகோ�ோடு 
கிடைைக்குமல்லவாா. வட்டத்திற்கு வெ�ளியே� 
ஆனாால்?

வட்டத்திற்கு அதிலுள்ள ஒரு புள்ளியில் 
தொ�ொடுகோ�ோடு வரைைந்து அதன் Trace On 

ஐ கொ�ொடுக்கவும். தொ�ொடுகோ�ோடு வரைைந்து 
புள்ளிக்கும் Animation கொ�ொடுத்துப் 
பாார்க்கவும்.

இனி பின்வரும் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

மே�லே� காாணப்படும் கோ�ோடு வட்டத்தின் தொ�ொடுகோ�ோடு ஆகும். 
இந்தப் படத்தைை நோ�ோட்டுப் புத்தகத்தில் வரைையலாாமாா ?

முதலில் 2 செெ.மீ. ஆரத்தில் வட்டம் வரைையலாாம். மைையத்தின் 
வழியாாகக் கிடைைமட்டமாாக ஒரு கோ�ோடும் வரைையலாாம்:

இனி வட்டத்தில் எந்தப் புள்ளி வழியாாகத் தொ�ொடுகோ�ோடு வரைைய வே�ண்டும்? அது முதல் கோ�ோட்டைை 25°  
சாாய்வில் சந்திக்க வே�ண்டும் அல்லவாா.

முதல் படத்தைை இன்னும் ஒரு முறைை பாார்க்கவும். அதில் முக்கோ�ோணத்தின் மே�ல் உச்சியிலுள்ள 
கோ�ோணம் செெங்கோ�ோணமாாகும்; வே�றொ�ொரு கோ�ோணம் 25°. 
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(1)	 கீழே� தரப்பட்டுள்ள இரண்டு படங்களிலும் வட்டத்தில் ஒரு தொ�ொடுகோ�ோடும், தொ�ொடுகின்ற 
புள்ளி வழியாாக உள்ள ஆரமும், மைையத்திலிருந்துள்ள வே�றொ�ொருகோ�ோடும் சேேர்த்து 
முக்கோ�ோணம் வரைையப்பட்டுள்ளது.

	 இந்தப் படங்களைை நோ�ோட்டுப்புத்தகத்தில் வரைையவும்.

(2) 	ஒரு வட்டத்தின் விட்டத்தின் இருமுனை�களில் வரைையப்படும் தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
இணை�யாானவைை என நிரூபிக்கவும்.

(3) 	ஒரு வட்டத்தில் ஒன்றுக்கொ�ொன்று செெங்குத்தாான இரண்டு விட்டங்களின் முனை�களில் 
வரைையப்படும் தொ�ொடுகோ�ோடுகள் சேேரும்போ�ோது உருவாாகும் நாாற்கரம் எத்தகைையது ?

அப்போ�ோது மூன்றாாவது கோ�ோணம் எத்தனை� டிகிரி ?

இனி படத்தைை முழுமைையாாக்கலாாமல்லவாா.

தொ�ொடுகோ�ோடுகளும் கோ�ோணங்களும்
பின்வரும் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:
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பெெயர்த் தகவல்

தொ�ொடுகோ�ோடு என்று அர்த்தமுள்ள tangere என்ற இலத்தீன் 
சொ�ொல்லில் இருந்து தொ�ொடுகோ�ோட்டிற்கு ஆங்கிலத்தில் 

tangent என்ற பெெயர் வந்தது. முக்கோ�ோணவியலில் tan 
என்ற அளவினுடைைய முழுப்பெெயர் tangent என்பதல்லவாா. 
இதற்குத் தொ�ொடுகோ�ோட்டுடன் உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன ?

பின்வரும் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

வட்டத்தின் ஆரம் 1 என எடுத்தாால், PT என்ற 
தொ�ொடுகோ�ோட்டின் நீளம் tan x அல்லவாா  ?

 
 O என்ற புள்ளியைை மைையமாாகக் கொ�ொண்டு 

ஒரு வட்டம் ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் வரைைந்து 
அதில் A, B என்ற புள்ளிகளைை அடைையாாளப்படுத்தவும். 
இந்தப் புள்ளிகள் வழியாாக வட்டத்திற்கு 
தொ�ொடுகோ�ோடுகள் வரைைந்து அவைை வெ�ட்டும் புள்ளி C 

அடைையாாளப்படுத்தவும். நாாற்கரம் OACB வரைைந்து 
பாார்க்கவும். இது வட்ட நாாற்கரமாா? Circle through 
Three Points பயன்படுத்தி O, A, B என்ற புள்ளிகள் 
வழி கடந்து செெல்லும் வட்டம் வரைைந்து பாார்க்கவும்.. 
A, B இவற்றின் இடங்களைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும். 
இவைை நெ�ருங்கி நெ�ருங்கி வரும் போ�ோது C க்கு 
என்ன நிகழ்கிறது ?  அகன்று போ�ோகும் போ�ோது? இந்தப் 
புள்ளிகள் ஒரு விட்டத்தின் முனை�ப் புள்ளிகளாாகும் 
போ�ோது என்ன நிகழும் ?

ஒரு வட்டத்தில் இரண்டு புள்ளிகளின் 
வழியாாக உள்ள ஆரங்கள் இணை�யும் 
கோ�ோ ண த் தி னு டைை ய வு ம் ,  இ ந் த ப் 
புள்ளிகளிலுள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகள் இணை�யும் 
கோ�ோணத்தினுடைையவும் தொ�ொகைை 180° ஆகும்

O மைையமாான வட்டத்தில் A, B என்னும் புள்ளிகள் வழியாாக உள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகள், C என்ற 
புள்ளியில் வெ�ட்டுகின்றன.

OACB என்ற நாாற்கரத்தில் A, B என்னும் எதிர் உச்சிகளிலுள்ள கோ�ோணங்கள் செெங்கோ�ோணமாாகும். 
எனவே�, அவற்றின் தொ�ொகைை 180°. அப்போ�ோது இந்த நாாற்கரம் வட்டநாாற்கரமாாகும்.

இத்தகைைய ஒரு நாாற்கரத்தில் மற்ற இரண்டு 
கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைையும் 180° அல்லவாா.

இதைை ஒரு பொ�ொதுக் கருத்தாாகக் கூறலாாம்:
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கோ�ோடுகளாால் ஒரு வட்டம்
படத்தில் ஒரு வட்டத்திலுள்ள ஆறு புள்ளிகளில் 
தொ�ொடுகோ�ோடுகள் வரைைந்து, ஒரு நட்சத்திரம் 
உருவாாக்கப்பட்டுள்ளது.

கோ�ோடுகளின் எண்ணிக்கைையைை 12 ஆக்கினாால் ?

கணினியைைப் பயன்படுத்தி, 90 கோ�ோடுகள் வரைைந்த படம் 
கீழே� தரப்பட்டுள்ளது:

இதைைப் பயன்படுத்தி வரைையக்கூடிய ஒரு 
படத்தைைப் பாார்க்கலாாம். ஒரு வட்டத்தைை சரியாாக 
உள்ளடக்கிய சமபக்கமுக்கோ�ோணம் வரைைய 
வே�ண்டும்:

முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள் வட்டத்தின் 
தொ�ொடுகோ�ோடுகளல்லவாா. முக்கோ�ோணம் சமபக்க 
முக்கோ�ோணமாானதாால் இவைை, இணை�கின்ற 
கோ�ோணம் 60°. இவைை வட்டத்தைைத் தொ�ொடுகின்ற 
புள்ளிகளின் வழியாாக உள்ள ஆரங்கள் சேேருகின்ற 
கோ�ோணங்கள்?

இதுபோ�ோல, முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள் 
வட்டத்தைைத் தொ�ொடுகின்ற புள்ளிகளின் வழியாாக 
உள்ள ஆரங்களுக்கிடைையிலுள்ள கோ�ோணங்கள் 
எல்லாாம் 120° என்று பாார்க்கலாாம்.
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(1) 	ஆரம் 2.5 செெ.மீ உள்ள ஒரு வட்டம் வரைையவும். பக்கங்களெ�ல்லாாம் இந்த வட்டத்தைைத் 
தொ�ொடுகின்றதும், கோ�ோணங்கள் 40°, 60°, 80° உடைையதுமாான முக்கோ�ோணம் வரைையவும்.

(2) 	கீழே� தரப்பட்டுள்ள படத்தில் சிறிய (நீலம்) முக்கோ�ோணம் சமபக்க முக்கோ�ோணமாாகும். 
அதன் உச்சிகள் வழியாாகச் சுற்றுவட்டத்திற்கு வரைைகின்ற தொ�ொடுகோ�ோடுகளே� பெெரிய 
(பச்சைை) முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள்:

	 (i) 	 பெெரிய முக்கோ�ோணம் சமபக்க முக்கோ�ோணம் 
எனவும், அதன் பக்கங்கள் சிறிய 
முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் இரண்டு 
மடங்கு எனவும் நிறுவுக.

	 (ii) 	 சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் நீளம் 3 
செென்டிமீட்டராாக இந்தப் படத்தைை வரைையவும்.

அப்போ�ோது வட்ட மைையத்தில் 120° இடைைவெ�ளி விட்டு மூன்று ஆரங்கள் வரைைந்து அவற்றின் 
முனை�களின் வழியாாகச் செெங்குத்துக்கோ�ோடுகள் வரைைந்தாால் தொ�ொடுகோ�ோடுகள் ஆகும். நமக்குத் 
தேேவைையாான முக்கோ�ோணமும் கிடைைத்தது.

3 செென்டிமீட்டர் ஆரமுள்ள ஒரு வட்டம் வரைைந்து, இவ்வாாறாான ஒரு முக்கோ�ோணமும் வரைைந்து 
பாார்க்கவும்
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ஒரு வட்டம் வரைைந்து அதில் ஒரு 
புள்ளி அடைையாாளப்படுத்தவும். 
Angle with Given Size 

பயன்படுத்தி இந்தப் புள்ளியிலும் வட்ட 
மைையத்திலும் வரிசைையாாக கிளிக் 
செெய்து கோ�ோணத்தின் அளவு 120° என 
கொ�ொடுத்தாால் வட்டத்தில் வே�றொ�ொரு புள்ளி 
கிடைைக்கும். இந்தப் புள்ளியிலும் வட்ட 
மைையத்திலும் கிளிக் செெய்து 120° எனக் 
கொ�ொடுத்தாால் மே�லும் ஒரு புள்ளி வட்டத்தில் 
கிடைைக்கும். இந்த மூன்று புள்ளிகள் 
வழியாாகவும் வட்டத்திற்கு தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
வரைைந்து அவைை இணை�கின்ற புள்ளியைை 
அடைையாாளப்படுத்தவும் .  Segment 
பயன்படுத்தி இந்தப் புள்ளிகளைை 
இணை�த்து ஒரு முக்கோ�ோணம் 
வரைையவும். இனித் தொ�ொடுகோ�ோடுகளைை 
மறைைத்து வைைக்கலாாம். முக்கோ�ோணத்தின் 
பக்கங்களுக்கு  Trace on அளித்தப் பின் 
வட்டத்தில் முதலில் எடுத்த புள்ளிக்கு 

Animation அளித்துப் பாார்க்கவும்.

	 (iii) 	இந்தக் கோ�ோடு தொ�ொடுகின்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் நாாணின் செெங்குத்து இரு 
சமவெ�ட்டி என நிறுவுக.

(4) 	படத்தில் சாாய்வு சதுரத்தின் பக்கங்களெ�ல்லாாம் வட்டத்தின் தொ�ொடுகோ�ோடுகளாாகும்.

	 இந்தப் படத்தைை நோ�ோட்டுப்புத்தகத்தில் வரைையவும்.

(3) 	ஒரு வட்டத்தின் இரண்டு தொ�ொடுகோ�ோடுகளும், 
தொ�ொடுகின்ற புள்ளிகளின் வழியாாக உள்ள ஆரங்களும் 
படத்தில் காாண்பிக்கப்பட்டுள்ளது.

	

	 (i) தொ�ொடுகோ�ோடுகளின் நீளங்கள் சமமெ�ன நிறுவுக.

	 (ii) 	வ ட் ட மைை ய த் தைை யு ம்  தொ�ொ டு கோ�ோ டு க ள் 
இணை�கின்ற புள்ளியைையும் இணை�க்கின்ற 
கோ�ோடு, ஆரங்களுக்கிடைையிலுள்ள கோ�ோணத்தின் 
இருசமவெ�ட்டி என நிறுவுக.
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A என்ற புள்ளியைை மைையமாாக 
வைைத்து ஒரு வட்டம் வரைைந்து 
வட்டத்தில் B, C என்ற இரண்டு 

புள்ளிகளைை அடைையாாளப்படுத்தவும். இந்தப் 
புள்ளிகள் வழியாாகத் தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
வரைைந்து அவைை இணை�கின்ற புள்ளி 

D என அடைையாாளப்படுத்தவும். AB, 
AC என்ற கோ�ோடுகளும் BC என்ற 
நாாணும் வரைையவும்.BAC, BDC என்ற 
கோ�ோணங்களுக்கிடைையில் உள்ள தொ�ொடர்பு 
என்ன ? B, C ஆகிய புள்ளிகளின் இடத்தைை 
மாாற்றிப் பாார்க்கவும்.

நாாணும் தொ�ொடுகோ�ோடும்

வட்டத்தின் ஒரு நாாணின் இரண்டு முனை�களிலுமுள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகள் படத்தில் 
காாண்பிக்கப்பட்டுள்ளன.

நாாணின் மைையக்கோ�ோணத்திற்கும், தொ�ொடுகோ�ோடுகள் இணை�கின்ற கோ�ோணத்திற்கும் இடைையே�யுள்ள 
தொ�ொடர்பு?

முன்பு பாார்த்ததன்படி இவற்றின் தொ�ொகைை 180° அல்லவாா.
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பரப்பளவு பிரச்சினை�

கீழே�யுள்ள படத்தில் பச்சைைப் பகுதியின் பரப்பளவு 
எவ்வளவு?

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் ஒரு வட்டம் 
வரைைந்து அதில் ஒரு நாானும், 
நாாணின் இரண்டு முனை�கள் 

வழியாாகவும் தொ�ொடுகோ�ோடுகளும் வரைையவும். 
நாாணின் மைையக் கோ�ோணத்தைையும், 
நாாண் தொ�ொடுகோ�ோட்டுடன் உருவாாக்கும் 
கோ�ோணத்தைையும் அடைையாாளப்படுத்தவும். 
இந்தக் கோ�ோணங்களுக்கிடைையே� என்ன 
தொ�ொடர்பு? நாாணின் முனை�ப்புள்ளிகளின் 
இடத்தைை மாாற்றிப் பல நாாண்கள் வரைைந்து 
பாார்க்கவும்.

அப்போ�ோது முன்பு பாார்த்த கருத்தைைப் பின்வருமாாறும் கூறலாாம்:

வட்டத்தின் ஒரு நாாணின் இரண்டு முனை�களிலுள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகள் இணை�யும் கோ�ோணம் 

180° யிலிருந்து நாாணின் மைையக் கோ�ோணத்தைைக் கழித்ததாாகும்.

இனி நாாணின் முனை�களிலுள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகள் நாாணுடன் உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணங்களுக்கு 
நாாணின் மைையக்கோ�ோணத்துடன் என்ன தொ�ொடர்பு எனப் பாார்க்கலாாம்:

கீழ்ப்பக்கத்திலுள்ள தொ�ொடுகோ�ோடு நாாணுடன் 
உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணம் y° என எடுக்கலாாம். 
இந்தத் தொ�ொடுகோ�ோட்டிற்கும் தொ�ொடுகின்ற புள்ளியின் 
வழியாாக உள்ள ஆரத்திற்குமிடைையே�யுள்ள 
கோ�ோணம் 90° ஆனதாால் கோ�ோணங்களைை பின்வருமாாறு 
அடைையாாளப்படுத்தலாாம்:

வட்டத்தின் உள்ளே�யுள்ள (நீலம்)  முக்கோ�ோணத்தின் இரண்டு பக்கங்கள் வட்டத்தின் ஆரங்களாானதாால், 
அவற்றிற்கு ஒரேே நீளமாாகும்; அப்போ�ோது முக்கோ�ோணத்தின் அதேே பக்கங்களுக்கெ�திரேேயுள்ள 
கோ�ோணங்களும் சமம் ஆகும்.

அதாாவது முக்கோ�ோணத்தின் மூன்றாாவது கோ�ோணமும் (90 − y)° ஆகும். முக்கோ�ோணத்தின் 
கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° ஆனதாால்

x + (90 − y) + (90 − y) = 180
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மாாறாாத கோ�ோணம்

ஒரு வட்டப் பகுதியிலுள்ள கோ�ோணங்களெ�ல்லாாம் சமம் 
அல்லவாா.

PB ஐ சற்று நீட்டி வரைையலாாம்:

இனி P வட்டத்தின் வழியாாக நகர்ந்து, B ஐ 
அடைைந்தாால்?

XY என்ற கோ�ோடு B இன் தொ�ொடுகோ�ோடாாகும், கோ�ோணம் 
சற்றும் மாாறவில்லைை.

இதிலிருந்து

x − 2y = 0

எனக் காாணலாாமல்லவாா. அதாாவது,

y = x
2

1

இதுபோ�ோல மே�ல்பக்கத்தில் உள்ள தொ�ொடுகோ�ோடு நாாணுடன் உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணமும் x
2

1 % 

எனக் கணக்கிடலாாம்:

அதாாவது

வட்டத்தில் ஒரு நாாணின் இரண்டு முனை�களின் 
வழியாாக உள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகள் நாாணுடன் 
ஒரு பக்கத்தில் உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணங்கள் 
இரண்டும், நாாணின் மைையக்கோ�ோணத்தின் 
பாாதியாாகும்.

நாாணின் மறுபக்கத்தில் உருவாாக்குகின்ற 
கோ�ோணங்கள்?
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திருப்பும் கோ�ோணங்கள்

வட்டத்தில் இரு பாாகங்களிலும் உள்ள 
கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை 180° அல்லவாா. 

முன்பு செெய்தது போ�ோல கோ�ோடுகளைை நீட்டி வரைையலாாம்,

P வட்டத்தின் வழியாாக Q இல் நீங்கினாால்?

AP இன் கீழ் x° உம் மே�ல் (180 − x)° உம் ஆகும். 
இடப்பெெயர்ச்சியின் நீளம் அவ்வாாறு அல்லவாா?

இங்கு வட்டங்களும் கோ�ோணங்களும் என்ற 
பாாடத்தில் பாார்த்த ஒரு கருத்தைை நினை�வு கூரலாாம். 

மைையக்கோ�ோணம் x° ஆன வில்லின் முனை�கள் 

மறுவில்லில் உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணம் x
2

1 %  

யும் அதேே வில்லில் உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணம்

x180
2

1−
%

c m  யும் அல்லவாா ?

வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறினாால், இங்கு 
தொ�ொடுகோ�ோடுகள் நாாணுடன் வலது பக்கத்தில் 

உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணங்கள் x
2

1 % ஆகும். நாாணின் 
இடது பக்கத்திலுள்ள வட்டத்துண்டில் எந்தக் கோ�ோணம் 

எடுத்தாாலும் x
2

1 %  ஆகும்.

தொ�ொடுகோ�ோடுகள் நாாணின் இடது பக்கத்தில் 

உருவாாக்கும்  x180
2

1−
%

c m   கோ�ோணங்கள் ?
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ஒரு வட்டம் வரைையவும். AB புள்ளிகள் 
வரைையவும் A, B என்ற புள்ளிகள் 
வழியாாகத் தொ�ொடுகோ�ோடுகள் வரைைந்து 

தொ�ொடுகோ�ோட்டிற்கும் நாாணிற்கும் இடைையிலுள்ள 
கோ�ோணங்களைை அடைையாாளப்படுத்தவும். 
வட்டத்தில் C என்ற ஒரு புள்ளியைை 
அடைையாாளப்படுத்தி AC, BC இவற்றைை 
வரைைந்து ∠ACB அடைையாாளப்படுத்தவும். 
இந்தக் கோ�ோணங்களுக்கிடைையிலுள்ள 
தொ�ொடர்பு என்ன? A, B, C என்னும் புள்ளிகளின் 
இடத்தைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும்.

A என்ற புள்ளியைை மைையமாாக வைைத்து ஒரு 
வட்டம் வரைைந்து அதில் B, C என்ற நாாண் 
வரைையவும். இந்த நாாண் தொ�ொடுகோ�ோடுகளுடன் 

ஒரு பக்கத்தில் உருவாாக்கும் கோ�ோணங்களும் 
நாாணின் மைையக்கோ�ோணமும் அடைையாாளப்படுத்தவும். 
இவற்றிற்கிடைையில் என்ன தொ�ொடர்பு? நாாணின் 
மறுபக்கத்தில் வட்டத் துண்டில் D அடைையாாளப்படுத்தவும். 

BD, CD என்ற கோ�ோடுகள் வரைைந்து கோ�ோணம் D 
அடைையாாளப்படுத்தவும். தொ�ொடுகோ�ோடுகள் நாாணுடன் ஒரு 
பக்கத்தில் உருவாாக்கும் கோ�ோணத்திற்கும் மறுபக்கத்தில் 
வட்டத்துண்டிலுள்ள கோ�ோணத்திற்கும் (கோ�ோணம் D) 
உள்ள தொ�ொடர்பு? 

அப்போ�ோது பொ�ொதுவாாக வட்டத்திலுள்ள நாாணுடன் 
அதன் முனை�களிலுள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
உருவாாக்கும் கோ�ோணங்களைைக் குறித்து 
பின்வருமாாறு கூறலாாம்:

வட்டத்திலுள்ள ஒரு நாாணின் முனை�களில் 
வரைையும் தொ�ொடுகோ�ோடுகள் நாாணுடன் 
உருவாாக்கும் கோ�ோணங்களில் ஒரு பக்கத்திலுள்ள 
கோ�ோணங்கள் இரண்டும் மறுபக்கத்தில் வட்டத் 
துண்டிலுள்ள கோ�ோணங்களுக்குச் சமமாாகும்.

வட்டத்தில் ஒரு புள்ளி வழியாாக உள்ள தொ�ொடுகோ�ோடு வரைைவது 
இந்தப் புள்ளி வழியாாக உள்ள விட்டத்திற்கு செெங்குத்துக்கோ�ோடு 
வரைைந்து அல்லவாா. மைையம் தெெரியாாவிட்டாாலும் தொ�ொடுகோ�ோடு 
வரைைய மே�ற்கூறிய கருத்தைைப் பயன்படுத்தலாாம்.

புள்ளி வழியாாக ஒரு நாாண் வரைைந்து அது வட்டத்திலுள்ள 
ஒரு புள்ளியில் உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணம், நாாணின் 
மறுபக்கத்தில் உருவாாக்கினாால் போ�ோதும்.

இதில் முக்கோ�ோணத்தைை இருசமபக்க முக்கோ�ோணமாாக வரைைவதற்கு அடிப்பக்கத்திற்கு இணை�யாாக 
மே�லே� உள்ள புள்ளி வழியாாக கோ�ோடு வரைைந்தாால் போ�ோதும்.
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அப்போ�ோது ஒரு வட்டத்தில் ஏதேேனும் புள்ளி வழியாாகத் தொ�ொடுகோ�ோடு வரைைய, முதலில் இந்தப் 
புள்ளியைை மைையமாாகக் கொ�ொண்டு ஒரு வில் வரைைந்து அது முதல் வட்டத்தைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் 
புள்ளிகளைை இணை�க்கவும்:

இனி தொ�ொடுகோ�ோடு வரைைய வே�ண்டிய புள்ளி வழியாாக, இந்தக் கோ�ோட்டிற்கு இணை�யாாக ஒரு கோ�ோடு 
வரைைந்தாால் போ�ோதும்.
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(1)	 படத்தில் சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் உச்சிகள் வழியாாகச் சுற்றுவட்டத்திற்கு வரைைகின்ற 
தொ�ொடுகோ�ோடுகள்,  பெெரிய முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள் ஆகும்.

	 பெெரிய முக்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணங்களைைக் கணக்கிடுக.

(2) 	படத்தில் பெெரிய முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள் வட்டத்தின் தொ�ொடுகோ�ோடுகளாாகும். அவைை 
வட்டத்தைைத் தொ�ொடுகின்ற புள்ளிகளே� சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் உச்சிகள்.

	 சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணங்களைைக் கணக்கிடுக.

(3) படத்தில், ABC என்ற முக்கோ�ோணத்தின் உச்சிகள் வழியாாகச் சுற்றுவட்டத்திற்கு வரைைந்த 
தொ�ொடுகோ�ோடுகள்  PQ, RS, TU என்ற கோ�ோடுகளாாகும்:

	 படத்திலுள்ள கோ�ோணங்களில் சமமாானவற்றைை 
வகைைப்படுத்தி எழுதுக.
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(4) 	கீழே�யுள்ள படங்களில் சில ஒழுங்கு பல கோ�ோணங்களின் ஒரு உச்சியின் வழியாாக அதன் 
சுற்றுவட்டத்திற்குத் தொ�ொடுகோ�ோடு வரைையப்பட்டுள்ளது.

	 ஒவ்வொ�ொரு படத்திலும் தொ�ொடுகோ�ோட்டிற்கும் தொ�ொடுகின்ற புள்ளி வழியாாக உள்ள பலகோ�ோணத்தின் 
பக்கங்களுக்கும் இடைையே�யுள்ள கோ�ோணங்களைைக் கணக்கிடுக.

வெ�ளியிலிருந்தும் தொ�ொடுகோ�ோடு
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

வட்டத்திற்கு வெ�ளியே�யுள்ள ஒரு புள்ளியைையும் வட்டமைையத்தைையும் இணை�த்து ஒரு கோ�ோடு நீட்டி 
வரைையப்பட்டுள்ளது. அது வட்டத்தைை இரண்டு புள்ளிகளில் வெ�ட்டிச் செெல்கிறது. இந்தப் புள்ளிகள், 
ஒரு விட்டத்தின் முனை�களும் ஆகும்.

வட்டத்திற்கு வெ�ளியே�யுள்ள இந்தப் புள்ளியைையே�, வட்டத்திற்கு உள்ளே� சற்று மே�லே�யோ�ோ அல்லது 
கீழே�யோ�ோ உள்ள ஒரு புள்ளியுடன் இணை�த்து வரைைந்தாால் ?

கோ�ோடு வட்டத்தைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளிகள் சற்று கூட அருகில் ஆனது, இவ்வாாறு தொ�ொடர்ந்தாால் ?
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நெ�ருங்கி நெ�ருங்கி வருகின்ற இரண்டு புள்ளிகளில் வட்டத்தைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் கோ�ோடுகள் ஒரு 
நிலைைக்குப் பின்பு வட்டத்துடன் எந்தவொ�ொரு தொ�ொடர்பும் இல்லாாமல் ஆகிறது.

ஆனாால் அதற்கிடைையில் எங்கோ�ோ, மே�லே�யும், கீழே�யுமாாக இரண்டு கோ�ோடுகள் வட்டத்தைை ஒரேே ஒரு 
புள்ளியில் மட்டும் தொ�ொடுகிறதல்லவாா ?

இதிலிருந்து என்ன புரிந்து கொ�ொள்ளலாாம் ?

வட்டத்திற்கு வெ�ளியே�யுள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்கு இரண்டு தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
வரைையலாாம்.

வரைையலாாம் என கூறியதல்லாாமல் இந்தத் தொ�ொடுகோ�ோடுகளைை எவ்வாாறு வரைையலாாம் எனக் 
கூறவில்லைையல்லவவாா, கீழே�த் தரப்பட்டுள்ள படத்தைைப் பாார்க்கவும்.

ஆரம் 2 செென்டிமீட்டர் உள்ள வட்டத்தின் மைையத்திலிருந்து 5 செென்டிமீட்டர் தூரத்தில் ஒரு புள்ளி 
அடைையாாளப்படுத்தப்பட்டுள்ளது.
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இந்தப் புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்கு இரண்டு தொ�ொடுகோ�ோடுகள் வரைைவது எவ்வாாறு ?

வரைைந்து முடிந்த பின் எவ்வாாறிருக்கும் என சிந்தித்தாால், வரைைவதற்காான முறைை ஒரு வே�ளைை 
தெெளிவாாகி வரும். தொ�ொடுகோ�ோடுகள் தொ�ொடுகின்ற புள்ளிகள் வழியாாக உள்ள ஆரங்களுக்குச் 
செெங்குத்தாாக இருக்கும் என்பதைை நினை�வு கூரவும்:

வெ�ளியே�யுள்ள புள்ளியிலிருந்தும் வட்டமைையத்திலிருந்தும் ஒன்றுக்கொ�ொன்று செெங்குத்தாான இரண்டு 
நேேர்கோ�ோடுகளே� தேேவைை.

இத்தகைைய கோ�ோடுகள் வரைைய, இந்த இரண்டு புள்ளிகளைை இணை�க்கின்ற கோ�ோட்டைை விட்டமாாகக் 
கொ�ொண்டு வரைைகின்ற வட்டத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியுடன் இணை�த்தாால் போ�ோதுமல்லவாா.

(அரைைவட்டத்திலுள்ள கோ�ோணங்கள் செெங்கோ�ோணம் என வட்டங்களும் கோ�ோணங்களும் என்ற 
பாாடத்தில் கற்றதைை நினை�வு கூரவும்).

நமக்குத் தேேவைையாான செெங்குத்துக் கோ�ோட்டு ஜோ�ோடியில், ஒரு கோ�ோடு முதல் வட்டத்தின் ஆரம் ஆக 
வே�ண்டும், அதாாவது கோ�ோடுகள் சந்திப்பது முதல் வட்டத்தில் ஆக வே�ண்டும். அதற்குப் பழைைய 
வட்டமும் புதிய வட்டமும் வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளிகள் வழியாாக வரைைந்தாால் போ�ோதுமல்லவாா ?

இனி வரைையலாாமல்லவாா, முதலில், வெ�ளியே�யுள்ள புள்ளியைையும் வட்டமைையத்தைையும் இணை�க்கும் 
கோ�ோட்டைை விட்டமாாக உடைைய ஒரு வட்டம் வரைையவும்.
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இந்த வட்டமும் முதலாாவது வட்டமும் வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளிகளைை, வெ�ளியே�யுள்ள புள்ளியுடன் 
இணை�த்தாால் நமக்குத் தேேவைையாான தொ�ொடுகள் ஆகும்.

(1)	 ஆரம் 2.5 செென்டிமீட்டர் உள்ள வட்டம் வரைையவும். வட்டமைையத்திலிருந்து 7 
செென்டிமீட்டர் தூரத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்குத் தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
வரைையவும்.

(2)	 ஆரம் 3 செென்டிமீட்டர் உள்ள வட்டம் வரைையவும். வட்ட மைையத்திலிருந்து 7.5 
செென்டிமீட்டர் தூரத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்குத் தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
வரைையவும்.

முன்பு பாார்த்த எடுத்துக்காாட்டில், வட்டத்தின் ஆரம் 2 செென்டிமீட்டரும், வெ�ளியே�யுள்ள புள்ளி வட்ட 
மைையத்திலிருந்து 5 செென்டிமீட்டர் தூரத்திலுமல்லவாா.

அப்போ�ோது பிதாாகரஸ் தேேற்றத்தைைப் பயன்படுத்தித் தொ�ொடுகோ�ோடுகளின் நீளம் (வெ�ளியே�யுள்ள 
புள்ளியிலிருந்து தொ�ொடுகின்ற புள்ளி வரைையுள்ள நீளம்) கணக்கிடலாாம்:

5 2 21
2 2� �  செெ.மீ

வட்டத்திலுள்ள இரண்டு புள்ளிகள் வழியாாகத் தொ�ொடுகோ�ோடுகள் வரைைந்தாால், தொ�ொடுகின்ற 
புள்ளியிலிருந்து இணை�கின்ற புள்ளி வரைையுள்ள தொ�ொடுகோ�ோட்டின் நீளம் சமம் என முன்பு 
கற்றிருக்கிறோ�ோம் (தொ�ொடுகோ�ோடுகளும் கோ�ோணங்களும் என்ற பாாகத்தில் மூன்றாாவது வினாா) அதைைப் 
பின்வருமாாறு கூறலாாம்:

வட்டத்திற்கு வெ�ளியே� ஒரு புள்ளியிலிருந்துள்ள இரண்டு தொ�ொடுகோ�ோடுகளுக்கும் ஒரேே நீளமாாகும்.

இதைைப் பயன்படுத்தி ஒரு கணக்கைைப் பாார்க்கலாாம். கீழே�யுள்ள படத்தில் ஒரு வட்டத்தின் நாான்கு 
புள்ளிகளிலுள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகளைை பக்கங்களாாகக் கொ�ொண்டு ஒரு நாாற்கரம் வரைையப்பட்டுள்ளது.



181

Xதொ�ொடுகோ�ோடுகள்

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் ஒரு வட்டம் 
வரைைந்து அதில் நாான்கு 
புள்ளிகளைை அடைையாாளப் 

படுத்தவும். இந்த நாான்கு புள்ளிகள் 
வழியாாகவும் வட்டத்திற்கு தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
வரைைந்து அவைை சந்திக்கும் புள்ளிகளைை 
அடைையாாளப்படுத்தவும். இந்தப் புள்ளிகள் 
உச்சிகளாாக வருகின்ற நாாற்கரம் வரைையவும். 
இனி தொ�ொடுகோ�ோடுகளைை மறைைத்து 
வைைக்கலாாம். நாாற்கரத்தின் பக்கங்களின் 
நீளங்களைை அடைையாாளப்படுத்தி 
அவற்றிற்கிடைையே�யுள்ள தொ�ொடர்பைை 
உற்றுநோ�ோக்கவும். வட்டத்திலுள்ள 
புள்ளிகளின் இடத்தைைப் மாாற்றிப் பாார்க்கவும்.

நாாற்கரத்தின் பக்கங்களின் நீளங்களைை a, b, c, d என 
எடுக்கலாாம்:

ஒவ்வொ�ொரு உச்சியிலிருந்தும் உள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகளின் 
நீளங்களைை, p, q, r, s என எடுத்தாால் இந்த நீளங்களைை 
கீழ்வருமாாறு அடைையாாளப்படுத்தலாாம்.

இந்தப் படங்களிலிருந்து நாாற்கரத்தின் பக்கங்களுடைையவும் தொ�ொடுகோ�ோடுகளுடைையவும் 
நீளங்களுக்கிடைையே�யுள்ள தொ�ொடர்பைைக் கீழ்வருமாாறு எழுதலாாம்:

	 a	 =	 p + q

	 b	 =	 q + r

	 c	 =	 r + s

	 d	 =	 s + p
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(1) ஒரு வட்டத்தில் ஒன்றுக்கொ�ொன்று செெங்குத்தாான இரண்டு தொ�ொடுகோ�ோடுகளும், 
வே�றொ�ொரு தொ�ொடுகோ�ோடும் சேேர்ந்து ஒரு முக்கோ�ோணத்தைை உருவாாக்கிய படம் கீழே� 
கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ளது.

(i) 	 முக்கோ�ோணத்தின் சுற்றளவு, ஒன்றுக்கொ�ொன்று 
செெங்குத்தாான தொ�ொடுகோ�ோடுகளின் நீளங்களின் 
தொ�ொகைை என நிறுவுக.

(ii) 	ஒன்றுக்கொ�ொன்று செெங்குத்தாான தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
ஒவ்வொ�ொன்றினுடைையவும் நீளம், வட்டத்தின் 
ஆரத்திற்கு சமமெ�ன நிறுவுக.

(iii) 	முக்கோ�ோணத்தின் சுற்றளவு, வட்டத்தின் 
விட்டத்திற்குச் சமமெ�ன நிறுவுக.

இதிலிருந்து a, b, c, d இவற்றிற்கிடைையே� ஏதேேனும் தொ�ொடர்பு காாணப்படுகிறதாா ?

	 a + c	 = 	 p + q +  r + s 

	 b + d	 =	 q + r + s + p

அதாாவது,

a + c = b + d

பக்கங்களின் நீளங்களாாகக் கூறினாால்?

ஒரு வட்டத்திலுள்ள நாான்கு புள்ளிகள் வழியாாக உள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகள் சேேர்ந்து உருவாாகும் 
நாாற்கரத்தின் எதிர்ப்பக்கங்களின் நீளங்களின் தொ�ொகைை சமமாாகும்.

வட்டத்திலுள்ள நாான்கு புள்ளிகளைை இணை�த்து வரைைகின்ற நாாற்கரத்தின் ஒவ்வொ�ொரு ஜோ�ோடி 
எதிர்கோ�ோணங்களுடைையவும் தொ�ொகைை 180° என வட்டங்களும் கோ�ோணங்களும் என்ற பாாடப்பகுதியில் 
கற்றிருக்கிறோ�ோம் அல்லவாா. அதாாவது, எதிர்கோ�ோணங்களின் தொ�ொகைை சமமாாகும்.
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(2)	 கீழே� காாண்பது ஒரு வட்டத்திலுள்ள மூன்று தொ�ொடுகோ�ோடுகள் சேேர்ந்த முக்கோ�ோணமாாகும்.

	 ஒவ்வொ�ொரு உச்சியிலிருந்தும் தொ�ொடுகின்ற புள்ளிவரைையுள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகளின் நீளத்தைைக் 
கணக்கிடுக.

(3) 	படத்தில் ஒரு புள்ளியில் தொ�ொடுகின்ற இரண்டு வட்டங்களுக்கு அந்தப் புள்ளியின் வழியாாகப் 
பொ�ொதுவாான தொ�ொடுகோ�ோடு வரைையப்பட்டுள்ளது.

	 (i) 	 இந்த வட்டங்களுக்குப் பொ�ொதுவாான வே�றொ�ொரு தொ�ொடுகோ�ோட்டைை முதல் தொ�ொடுகோ�ோடு 
சமபாாகம் செெய்யுமெ�ன நிறுவுக.

	 (ii) 	இந்த இரண்டு தொ�ொடுகோ�ோடுகளும் வட்டங்களைைத் தொ�ொடும்புள்ளிகளைை இணை�த்துக் 
கிடைைப்பது செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணம் என நிறுவுக.
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கோ�ோட்டைைத் தொ�ொடுகின்ற வட்டம்
ஒரு வட்டத்தைைத் தொ�ொடுகின்ற இரண்டு கோ�ோடுகள் வெ�ளியே�யுள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து வரைையலாாம் 
என்றும் எவ்வாாறு வரைைய வே�ண்டுமெ�ன்றும் கற்றோ�ோம்.

அப்போ�ோது மாாறாாக ஒரு வினாா, ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கின்ற இரண்டு கோ�ோடுகளைைத் தொ�ொடுகின்ற 
வட்டம் வரைையலாாமாா? கீழே�யுள்ள படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

வட்ட மைையத்திலிருந்து இந்தக் கோ�ோடுகளுக்கு வரைையும் செெங்குத்துக் கோ�ோடுகள், வட்டத்தின் 
ஆரங்களல்லவாா, எனவே� இந்தச் செெங்குத்துக்கோ�ோடுகளுக்கு ஒரேே நீளமாாகும். திருப்பிக் கூறினாால் 
இந்தக் கோ�ோடுகளிலிருந்து வட்ட மைையம் ஒரேே செெங்குத்து தூரத்தில் ஆகும். அப்போ�ோது வட்ட 
மைையம், இந்தக் கோ�ோடுகள் சேேர்ந்து உருவாாக்குகின்ற கோ�ோணத்தின் இரு சம வெ�ட்டியில் இருக்க 
வே�ண்டுமல்லவாா (எட்டாாம் வகுப்பில் சமவெ�ட்டிகள் என்ற பாாடத்தில் கோ�ோணத்தின் இருசமவெெ�ெட்டி 
என்ற பாாகம்).

கோ�ோணத்தின் இரு சமவெ�ட்டியில் மைையத்தைை எங்கு எடுத்தாாலும், இந்த இரண்டு கோ�ோடுகளைையும் 
தொ�ொடுகின்ற வட்டம் வரைையலாாம்.
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ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் ஒரு 
கோ�ோணமும் அதன் 
இருசமவெ�ட்டியும் 

வரைையவும். இரு சமவெ�ட்டியில் 
ஒரு புள்ளியைை அடைையாாளப்படுத்தி 
அ ந் த ப்  பு ள் ளி யி லி ரு ந் து 
கோ�ோணத்தின் ஏதேேனும் ஒரு 
பக்கத்திற்குச் செெங்குத்துக்கோ�ோடு 
வரைைந்து செெங்குத்துக் கோ�ோடும் 
பக்கமும் சந்திக்கும் புள்ளியைை 
அடைையாாளப்படுத்தவும். இரு 
சமவெ�ட்டியிலுள்ள புள்ளியைை 
மைை யமா ா க க்  கொ�ொ ண் டு 
பக்கத்திலுள்ள புள்ளி வழியாாகக் 
கடந்து செெல்லும் வட்டம் வரைையவும் 
இந்த வட்டம் கோ�ோணத்தின் 
இரண்டாாவது  பக்கத்தைையும் 
தொ�ொடுகிறதல்லவாா வட்ட மைையத்தைை 
இரு சமவெ�ட்டி வழியாாக மாாற்றிப் 
பாார்க்கவும்.

அப்போ�ோது ஒரு முக்கோ�ோணத்தின் மூன்று பக்கங்களைையும் 
தொ�ொடுகின்ற வட்டம் வரைைய இயலுமாா என்பது அடுத்த வினாா.

அடிப்பக்கமும், இடது பக்கமும் இணை�கின்ற கோ�ோணத்தின் இரு 
சமவெ�ட்டியிலுள்ள எந்தப் புள்ளியைை மைையமாாக எடுத்தாாலும், அந்த 
இரண்டு பக்கங்களைைத் தொ�ொடுகின்ற வட்டங்கள் வரைையலாாம்.

அடிப்பக்கமும் வலது பக்கமும் இணை�கின்ற கோ�ோணத்தின் 
இரு சமவெ�ட்டியிலுள்ள புள்ளிகளைை எடுத்தாால் அந்த இரண்டு 
பக்கங்களைைத் தொ�ொடுகின்ற வட்டங்களும் வரைையலாாம்.

அப்போ�ோது இந்த இரண்டு இருசம வெ�ட்டிகளிலுமுள்ள புள்ளியைை 
எடுத்தாால்? அதாாவது அவைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளி.

இந்தப் புள்ளியிலிருந்து மூன்று பக்கங்களுக்குமுள்ள செெங்குத்துக் கோ�ோடுகளுக்கு ஒரேே நீளமல்லவாா? 
அப்போ�ோது இந்த நீளத்தைை ஆரமாாகவும், இந்தப் புள்ளியைை மைையமாாகவும் கொ�ொண்டு வட்டம் வரைைந்தாால் 
மூன்று பக்கங்களும் இந்த வட்டத்தின் தொ�ொடுகோ�ோடுகளாாகும்:
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சுற்றுவட்டமும் உள்வட்டமும்
எந்த முக்கோ�ோணத்திற்கும் சுற்றுவட்டமும் உள் 
வட்டமும் வரைையலாாம். ஆனாால், நாாற்கரங்கள் 
எடுத்தாால் சிலவற்றிற்கு இரண்டும் வரைைய 
இயலாாது. சிலவற்றிற்கு ஏதேேனும் ஒன்று 
மட்டும் சிலவற்றிற்கு இரண்டும் வரைையலாாம்.

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் 
முக்கோ�ோணம் வரைைந்து 
அதன் உள்வட்டம் 
வரைையவும்.

 

இவ்வாாறு ஒரு முக்கோ�ோணத்தின் மூன்று பக்கங்களைையும் 
தொ�ொட்டு அதன் உள்ளே� அமைையும் வட்டத்திற்கு உள்வட்டம் 

(incircle) என்று பெெயர்.

இங்கு வே�றொ�ொரு கருத்தைையும் பாார்க்கலாாம். உள்வட்டம் முக்கோ�ோணத்தின் எல்லாாப் பக்கங்களைையும் 
தொ�ொடுவதாால், அதன் மைையத்திலிருந்து மூன்று பக்கங்களுக்குமுள்ள செெங்குத்துக்கோ�ோடுகளுக்கு 
ஒரேே நீளமாாகும். அதாாவது வட்டமைையம், முக்கோ�ோணத்தின் மூன்று கோ�ோணங்களுடைையவும் இரு 
சமவெ�ட்டிகளிலுள்ள புள்ளியாாகும். வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறினாால்,  முக்கோ�ோணத்தின் மூன்று 
கோ�ோணங்களுடைையவும் இரு சமவெ�ட்டிகள் உள்வட்டத்தின் மைையம் வழியாாகக் கடந்து செெல்லும். 
இந்தப் புள்ளியைை உள்வட்ட மைையம் (incentre) எனக் கூறலாாம்.

எந்த முக்கோ�ோணத்திலும், கோ�ோணங்களின் இரு சமவெ�ட்டிகள் எல்லாாம் ஒரேே புள்ளி 
வழியாாக வெ�ட்டிச் செெல்லும்.

எந்த முக்கோ�ோணத்திலும் பக்கங்களின் இருசமவெ�ட்டிகள் எல்லாாம் 
ஒரேே புள்ளி வழியாாக வெ�ட்டிச் செெல்கிறது எனவும் இந்தப் புள்ளியைை 
மைையமாாகக் கொ�ொண்டு முக்கோ�ோணத்தின் மூன்று உச்சிகள் 
வழியாாகவும் கடந்து செெல்லும் வட்டம் வரைையலாாமெ�ன்று எட்டாாம் 
வகுப்பில் கற்றதைை நினை�வு கூரலாாம். (வட்டங்கள் என்ற பாாடத்தில் 
சுற்றுவட்டம் என்ற பகுதி)

உள்வட்டத்தின் ஆரத்திற்கும் முக்கோ�ோணத்தின் 
பரப்பளவிற்குமிடைையே� தொ�ொடர்பு உள்ளது. முக்கோ�ோணத்தின் 
உச்சிகளைை உள்வட்டத்தின் மைையத்துடன் இணை�த்தாால், 
முக்கோ�ோணத்தைை மூன்று சிறிய முக்கோ�ோணங்களாாகப் 
பிரிக்கலாாமல்லவாா.

இந்த முக்கோ�ோணம் ஒவ்வொ�ொன்றிலும் ஒரு பக்கம், முதல் 
முக்கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கமே� ஆகும். அதிலிருந்துள்ள 
உயரம் உள்வட்டத்தின் ஆரமும் ஆகும். அப்போ�ோது 
முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் நீளங்கள் a, b, c 

என்றும் உள்வட்டத்தின் 
ஆரம் r என்றுமெ�டுத்தாால் 
இந்த முக்கோ�ோணங்களின் 
பரப்பளவு, 

, ,ar br cr
2

1

2

1

2

1  

என்றிவ்வாாறு ஆகும்.
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இவற்றின் தொ�ொகைை மொ�ொத்த முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவாாகும், இதைை A என எடுத்தாால்

( )A ar br cr a b c r
2

1

2

1

2

1

2

1� � � � � �

இதில் a b c
2

1 + +_ i என்பது முக்கோ�ோணத்தின் சுற்றளவின் பாாதியாாகும். இந்த அளவைை சாாதாாரணமாாக  

s என குறிப்பிடப்படுகிறது என ஒன்பதாாம் வகுப்பில் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா. (விகிதமுறாா எண் பெெருக்கல் 
என்ற பாாடத்தில் முக்கோ�ோணப் பரப்பு என்ற பகுதி) அப்போ�ோது முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவிற்கும் 
உள்வட்டத்தின் ஆரத்திற்கும் இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பைைப் பின்வருமாாறு எழுதலாாம்:

A = sr

இதைை இவ்வாாறும் எழுதலாாம்:

r = s
A

ஒரு முக்கோ�ோணத்தின் உள்வட்டத்தின் ஆரம் முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவைை சுற்றளவின் 
பாாதியாால் வகுத்துக் கிடைைப்பதாாகும்.

முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் நீளங்கள் a, b, c என எடுத்தாால் பரப்பளவு

( ) ( ) ( )s s a s b s c− − −

என ஒன்பதாாம் வகுப்பில் கற்றோ�ோமல்லவாா. இதைைச் சுற்றளவின் பாாதியாான s ஆல் வகுத்ததேே 
உள்வட்டத்தின் ஆரம் ஆகும்; அதாாவது

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r s

s s a s b s c
s

s a s b s c�
� � �

�
� � �

இதைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

( ) ( ) ( )
r s

s a s b s c�
� � �

(1) 	பக்கங்களின் நீளம் 7 செெ.மீ, 8 செெ.மீ, 9 செெ.மீ உள்ள முக்கோ�ோணம் வரைைந்து, அதன் 
உள்வட்டம் வரைையவும்.

(2) 	பக்கங்களின் நீளம் 5 செெமீட்டரும், ஒரு கோ�ோணம் 50° உம் உள்ள சாாய்வு சதுரம் 
வரைைந்து அதன் உள்வட்டம் வரைையவும்.

(3) 	ஒரு சமபக்க முக்கோ�ோணம் வரைைந்து, அதன் இரண்டு 
பக்கங்களைைத் தொ�ொடுகின்ற ஒரு அரைைவட்டம் படத்தில் 
காாண்பிக்கப்பட்டுள்ளது போ�ோல வரைையவும்.

(4)	 பக்கங்களின் நீளம் 12 செென்டிமீட்டர் உள்ள சமபக்க 
முக்கோ�ோணத்தின் உள்வட்டத்தின் ஆரத்தைைக் கணக்கிடவும்.

(5)	 பக்கங்களின் நீளம் 13, 14, 15 செென்டிமீட்டர் உள்ள 
முக்கோ�ோணத்தின் உள்வட்ட ஆரம் கணக்கிடவும்.
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(6) 	எந்தச் சமபக்க முக்கோ�ோணத்தினுடைையவும் உள்வட்ட ஆரம், அதன் சுற்றுவட்டத்தின் 
ஆரத்தின் பாாதி என நிறுவுக.

(7) 	ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் கர்ணம் h உம் உள்வட்டத்தின் ஆரம் r உம் 
எனில், முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவு r(h + r) என நிறுவுக.

(8)	 ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் செெங்கோ�ோணப் பக்கங்களின் நீளம் a யும் b யும், 
கர்ணத்தின் நீளம் c யும் ஆகும். அதன் உள்வட்டத்தின் ஆரம் 

2

1 (a + b − c) என நிறுவுக.

(9)	 படத்தில் முக்கோ�ோணத்தின் இரண்டு உச்சிகள் உள்வட்டமைையத்துடன் 
இணை�க்கப்பட்டுள்ளது.

	 (i)	 படத்தில் அடைையாாளப்படுத்தப்பட்டுள்ள கோ�ோணம் கணக்கிடுக.

	 (ii)	 எந்த முக்கோ�ோணத்திலும் ஓர் உச்சியிலுள்ள கோ�ோணத்திற்கும் மற்ற உச்சிகளைை 
உள்வட்டத்தின் மைையத்துடன் இணை�க்கும் கோ�ோணத்திற்கும் இடைையே�யுள்ள 
தொ�ொடர்பு என்ன ? 

	 (iii) 	இந்த  இரண்டு கோ�ோணங்களில் ஒன்று மற்றொ�ொன்றின் பாாதி எனில் முக்கோ�ோணத்தின் 
கோ�ோணம் எவ்வளவு ?
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பெெருக்கல் செெயல்கள்
இரண்டு எண்களின் பெெருக்கற்பலனை�க் கணக்கிடுவதற்குப் பல எளிய வழிமுறைைகளைைப் 
பாார்த்திருக்கிறோ�ோம் அல்லவாா. இந்தப் பெெருக்கல் செெயலைை மனக்கணக்காாகச் செெய்ய இயலுமாா?

38 × 32

38 ஐ 30 + 8 எனவும், 32 ஐ 30 + 2 எனவும் எழுதினாால் ?

இரண்டு தொ�ொகைைகளின் பெெருக்கற்பலனை�க் குறித்து ஒன்பதாாம் வகுப்பில் உள்ள பெெருக்கல் 
சமன்பாாடுகள் என்ற பாாடத்தில் கற்றது நினை�வில் இருக்கிறதாா ?

தொ�ொகைையைைத் தொ�ொகைையாால் பெெருக்குவதற்கு, முதல் தொ�ொகைையில் உள்ள ஒவ்வொ�ொரு 
எண்ணை�யும் இரண்டாாவது தொ�ொகைையில் உள்ள ஒவ்வொ�ொரு எண்ணாாலும் பெெருக்கி, 
பெெருக்கற்பலன்களைையெ�ல்லாாம் கூட்ட வே�ண்டும்.

இதைைச் சுருக்கி இயற்கணித வாாக்கியமாாகவும் எழுதினீர்கள் அல்லவாா ?

x, y, u, v என்ற எந்த நாான்கு மிகைை எண்களைை எடுத்தாாலும்

	 (x + y)(u + v)	=	 xu + xv + yu + yv

இதன்படி,

	 38 × 32	=	 (30 + 8) × (30 + 2)

		 =	 (30 × 30) + (30 × 2) + (8 × 30) + (8 × 2)

இதன் நடுவில் உள்ள (30 × 2) + (8 × 30) என்பதனை� இவ்வாாறு மாாற்றி எழுதலாாம் அல்லவாா.

	 (30 × 2) + (8 × 30)	=	 (30 × 2) + (30 × 8)

		 =	 30 × (2 + 8) 

		 =	 30 × 10

		 =	 300

99 பல்லுறுப்புகளும் 
சமன்பாாடுகளும்
பல்லுறுப்புகளும் 
சமன்பாாடுகளும்
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அப்போ�ோது

	 38 × 32	=	 (30 × 30) + (30 × 2) + (8 × 30) + (8 × 2)

		 =	 900 + 300 + 16

		 =	 1216

இதைைப் போ�ோன்று 48 × 42 ஐ செெய்யலாாமாா ?

	 48 × 42	=	 402 + (40 × (8 + 2)) + (8 × 2)

		 =	 1600 + 400 + 16

		 =	 2016

78 × 72 ஆனாால் ?

	 78 × 72	=	 4900 + 700 + 16 = 5616

இந்த மூன்று கணக்குகளிலும் செெய்த செெயல்களைை ஒரு பொ�ொதுக் கருத்தாாக எழுதலாாம் அல்லவாா:

x எந்த எண்ணல் எண் ஆனாாலும்

	 (x + 2)(x + 8)	=	 x2 + (8 + 2)x + 16

		 =	 x2 + 10x + 16

இதில் 2 க்கும் 8 க்கும் பதிலாாக, வே�று ஏதாாவது எண்களைை எடுத்தாால் ?

கீழே� தரப்பட்டுள்ள ஒவ்வொ�ொரு குழுவிலும் உள்ள பெெருக்கல்களைை மனக்கணக்காாகச் 
செெய்யவும். ஒவ்வொ�ொரு குழுவில் இருந்தும் கிடைைக்கும் பொ�ொதுக்கருத்தைை இயற்கணித 
சமன்பாாடாாக எழுதவும்.

(1)	 (i)	 43 × 47	 (ii) 	 63 × 67 	 (iii)	 103 × 107

(2)	 (i) 	51 × 52	 (ii) 	 81 × 82 	 (iii)	 301 × 302

பல்லுறுப்புப் பெெருக்கல்
முன்பு செெய்த இரண்டாாவது குழுவிலுள்ள பெெருக்கற்பலன்களில் இருந்து கிடைைக்கும் பொ�ொதுக் 
கருத்து என்ன ?

x எந்த எண்ணல் எண் ஆனாாலும்

	 (x + 1)(x + 2)	=	 x2 + 3x + 2

தொ�ொகைைகளின் பெெருக்கலைைக் குறித்து ஆரம்பத்தில் கூறியதற்கு ஏற்ப, x ஆக எண்ணல் எண்ணிற்குப் 
பதிலாாக எந்த எண்ணை� எடுத்தாாலும் இது சரியாாகும் அல்லவாா, அதாாவது

x எந்த எண் ஆனாாலும் (x + 1)(x + 2) = x2 + 3x + 2
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இதில் x ஆக பல எண்களைை எடுக்கும் போ�ோது x + 1, x + 2, x2 + 3x + 2 ஆகவும் பல எண்கள் 
கிடைைக்கின்றன. அவற்றிற்கு இடைையில் உள்ள தொ�ொடர்பேே இந்தச் சமன்பாாடு.

இந்த இயற்கணித வாாக்கியங்களைை எல்லாாம் பல்லுறுப்புகளாாகக் காாணலாாம் அல்லவாா. அப்போ�ோது 
மே�ற்கூறிய சமன்பாாட்டைை இவ்வாாறு பாார்க்கலாாம்.

x + 1 என்ற ஒருபடி பல்லுறுப்பினுடைையவும் x + 2 என்ற ஒருபடி பல்லுறுப்பினுடைையவும் 
பெெருக்கற்பலன் x2 + 3x + 2 என்ற இருபடி பல்லுறுப்பாாகும்.

இதைைப் போ�ோல முதல் இரண்டு பெெருக்கற் பலன்களில் இருந்து கிடைைத்த இயற்கணித சமன்பாாட்டைைப் 
பல்லுறுப்புகளின் பெெருக்கற்பலனாாகக் கூறலாாமாா ?

இங்கு செெய்த கணக்குகளில் இருந்து கிடைைத்த இயற்கணித சமன்பாாடுகளைை எல்லாாம் பாார்க்கலாாம்:

	 	 •	 (x + 2)(x + 8) = x2 + 10x + 16

	 	 •	 (x + 3)(x + 7) = x2 + 10x + 21

	 	 •	 (x + 1)(x + 2) = x2 + 3x + 2

இவற்றில் எல்லாாம் பெெருக்கிக் கிடைைத்த இருபடி பல்லுறுப்புகளில் உள்ள எண்களுக்கு, பெெருக்கிய 
ஒருபடி பல்லுறுப்புகளில் உள்ள எண்களுடன் இருக்கும் தொ�ொடர்பு என்ன ?

அப்போ�ோது இவ்வாாறாான பெெருக்கல்களைை எல்லாாம் உட்படுத்தும் விரிவாான ஒரு பொ�ொதுக் கருத்தைை 
இயற்கணித வடிவத்தில் எழுதலாாமாா  ?

x, a, b எந்த எண்களாானாாலும்

	 (x + a)(x + b)	=	 x2 + (a + b)x + ab

பல்லுறுப்புகளைைப் பயன்படுத்திக் கூறினாால் ?

x + a என்ற ஒருபடி பல்லுறுப்பினுடைையவும் x + b என்ற ஒருபடி பல்லுறுப்பினுடைையவும் 
பெெருக்கற்பலன் x2 + (a + b)x + ab என்ற இருபடி பல்லுறுப்பாாகும்.

இதைைப் பயன்படுத்தி, (x + 5)(x + 3) ஐ எவ்வாாறு எழுதலாாம்?

	 (x + 5)(x + 3)	=	 x2 + 8x + 15

தொ�ொகைைகளுக்கு இடைையே� உள்ள பெெருக்கற்பலன் மட்டுமல்ல, தொ�ொகைைக்கும் வித்தியாாசத்திற்கும் 
இடைையே� உள்ள பெெருக்கற்பலனினுடைையவும் பொ�ொதுவடிவங்களைை ஒன்பதாாம் வகுப்பில் உள்ள 
பெெருக்கல் சமன்பாாடுகள் என்ற பாாடத்தில் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா:

	 	 •	 (x + y)(u − v) = xu − xv + yu − yv

	 	 •	 (x − y)(u − v) = xu − xv − yu + yv

இவற்றைைப் பயன்படுத்தி, வே�று சில ஒருபடி பல்லுறுப்புகளின் பெெருக்கற்பலன்களைை எழுதலாாம்:

		  •	 (x + a)(x − b) = x2 + (a − b)x − ab

		  • 	 (x − a)(x − b) = x2 − (a + b)x + ab
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எடுத்துக்காாட்டாாக

	 (x + 4)(x − 1)	=	 x2 + 3x − 4

இதைை வே�றொ�ொரு முறைையிலும் காாணலாாம்.

	 x − 1	=	 x + (−1)

என எழுதலாாம் அல்லவாா. அப்போ�ோது

	 (x + 4)(x − 1)	=	 (x + 4)(x + (−1))

இனி தொ�ொகைைகளின் பெெருக்கற்பலனின் சமன்பாாடாாகிய

	 (x + a)(x + b)	=	 x2 + (a + b)x + ab

என்ற சமன்பாாட்டில் a ஆக 4 ஐயும் b ஆக −1 ஐயும் எடுத்தாால் ?

	 (x + 4)(x + (−1))	=	 x2 + (4 + (−1))x + (4 × (−1))

		 =	 x2 + 3x − 4	

அதாாவது, முன்பு பாார்த்ததைைப் போ�ோல்

	 (x + 4)(x − 1)	=	 x2 + 3x − 4

என்றுதாான் கிடைைக்கும்.

இதைைப் போ�ோன்று (x − 4)(x − 1) என்ற பெெருக்கற்பலனை� இரண்டு முறைைகளில் கணக்கிடலாாம்.

வித்தியாாசங்களின் பெெருக்கற்பலனின் சமன்பாாடாாகிய

	 (x − a) (x − b)	=	 x2 − (a + b)x + ab

என்ற சமன்பாாட்டில் a ஆக 4 ஐயும் b ஆக 1 ஐயும் எடுத்து

	 (x − 4)(x − 1)	=	 x2 − 5x + 4

என எழுதலாாம் ; x − 4 என்ற வித்தியாாசத்தைை 	x + (− 4) என்ற தொ�ொகைையாாகவும் x − 1 என்ற 
வித்தியாாசத்தைை x + (−1) என்ற தொ�ொகைையாாகவும் மாாற்றி எழுதினாால் ?

	 (x − 4)(x − 1)	=	 (x + (−4))(x + (−1))

இனி இதனை�க் கணக்கிட தொ�ொகைையின் பெெருக்கற் பலனாாகிய

	 (x + a)(x + b) 	=	 x2 + (a + b)x + ab

என்பதில் a = −4 எனவும் b = −1 எனவும் எடுத்தாால் போ�ோதுமல்லவாா.

	 (x − 4)(x − 1)	=	 (x + (−4))(x + (−1))

		 =	 x2 + ((−4) + (−1))x + ((−4) × (−1)) 

		 =	 x2 − 5x + 4
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பல்லுறுப்புக் காாரணிகள்
இரண்டு ஒருபடி பல்லுறுப்புகளைைப் பெெருக்கி இருபடி பல்லுறுப்பாாக மாாற்றும் சில கணக்குகளைைச் 
செெய்தோ�ோம் அல்லவாா. அப்போ�ோது மாாறாாக ஒரு வினாா:

x2 + 5x + 6 ஐ இரண்டு ஒருபடி பல்லுறுப்புகளின் பெெருக்கற்பலனாாக எழுத இயலுமாா ?

இங்கு பெெருக்கற்பலன் தரப்பட்டுள்ளது. பெெருக்கும் பல்லுறுப்புகளைைக் கண்டுபிடிக்க வே�ண்டும். 
அதாாவது, வினாா இவ்வாாறாாகலாாம்:

(x + a)(x + b) = x2 + 5x + 6 ஆவதற்கு, a, b எந்த எண்கள் ஆக வே�ண்டும் ?

(x + a) (x + b) என்ற பெெருக்கற்பலனை� இவ்வாாறு எழுதலாாம் அல்லவாா.

	 (x + a)(x + b)	=	 x2 + (a + b)x + ab

அப்போ�ோது வினாா இவ்வாாறாாகலாாம்:

x2 + (a + b)x + ab = x2 + 5x + 6 ஆவதற்கு, a, b எந்த எண்கள் ஆக வே�ண்டும்?

இதில் சமன்பாாடு சரியாாவதற்கு a + b = 5 எனவும் ab = 6 எனவும் ஆனாால் போ�ோதுமல்லவாா. அப்போ�ோது 
வினாா இவ்வாாறாாகும்:

a + b = 5 உம் ab = 6  உம் ஆவதற்கு  a, b எந்த எண்கள் ஆக வே�ண்டும் ?

சாாதராாண மொ�ொழியிலாாக்கினாால், வினாா இதுவாாகும்:

தொ�ொகைை 5 உம் பெெருக்கல் பலன் 6 உம் ஆன இரண்டு எண்கள் எவைை ?

சற்று சிந்தித்தாால், எண்கள் 2 உம் 3 உம் எனக் கிடைைக்கும் அல்லவாா. அப்போ�ோது முதல் வினாாவின் 
விடைையைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

	 x2 + 5x + 6	=	 (x + 2)(x + 3)

வினாாவைைச் சற்று மாாற்றி இவ்வாாறாாக்கினாால் ?

x2 − 5x + 6 ஐ இரண்டு ஒருபடி பல்லுறுப்புகளின் பெெருக்கற்பலனாாக எழுதவும்.

முதல் கணக்கைைப் போ�ோல் வினாாவைைப் பல நிலைைகளில் மாாற்றி எழுதலாாம்:

	 (i)	 (x + a)(x + b) = x2 − 5x + 6 ஆவதற்கு, a, b எந்த எண்கள் ஆக வே�ண்டும் ?

	 (ii)	 x2 + (a + b)x + ab = x2 − 5x + 6 ஆவதற்கு a, b எந்த எண்கள் ஆக வே�ண்டும் ?

கீழே� தரப்பட்டுள்ள பெெருக்கற்பலன்களைைக் கணக்கிடுக.

	 (i) (x + 2)(x + 5)	 (ii) (x + 2)(x − 5)	 (iii) (x − 2)(x + 5)	 (iv) (x − 2)(x − 5)
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இதிலிருந்து a + b, ab இவற்றைைக் குறித்து என்ன கூறலாாம் ?

அப்போ�ோது சிந்தனை�யைை இவ்வாாறு தொ�ொடரலாாம்:

	 (iii)	 a + b = −5 உம் ab = 6 உம் ஆவதற்கு a, b எந்த எண்கள் ஆக வே�ண்டும் ?

	 (iv)	தொ�ொகைை −5 உம் பெெருக்கற்பலன் 6 உம் ஆன இரண்டு எண்கள் எவைை ?

முன்பு செெய்ததைைப் போ�ோன்று பெெருக்கற்பலன் 6 ஆன இரண்டு எண்கள் 2 உம், 3 உம் எடுத்தாால், 
தொ�ொகைை −5 ஆகாாது அல்லவாா.

6 ஐ குறைை எண்களின் பெெருக்கற்பலனாாக எழுதுவது எவ்வாாறு ?

6 = (−2) × (−3)

(ஒன்பதாாம் வகுப்பில் குறைை எண்கள் என்ற பாாடத்தில் நேேரமும் வே�கமும் என்ற பகுதி)

மட்டுமல்ல,

	 (−2) + (−3)	=	 −2 − 3 = −5

(ஒன்பதாாம் வகுப்பில் குறைை எண்கள் என்ற பாாடத்தில் இடமும் எண்ணும் என்ற பகுதி)

அப்போ�ோது நமது இறுதி வினாாவின் எண்கள், −2 உம் −3 உம்.

தொ�ொடங்கிய வினாாவின் விடைை

	 x2 − 5x + 6 	=	 (x + (−2))(x + (−3))

		 =	 (x − 2)(x − 3)

இனி வினாாவிலுள்ள பல்லுறுப்பைை இவ்வாாறு மாாற்றினாால் ?

x2 + 5x − 6 ஐ இரண்டு ஒருபடி பல்லுறுப்புகளின் பெெருக்கற்பலனாாக எழுதவும்.

வினாா படிப்படியாாக எவ்வாாறு மாாறுகிறது ?

	 (i)	 (x + a)(x + b) = x2 + 5x − 6 ஆனாால் a, b எந்த எண்கள் ஆக வே�ண்டும் ?

	 (ii)	 x2 + (a + b)x + ab = x2 + 5x − 6 ஆவதற்கு a, b எந்த எண்கள் ஆக வே�ண்டும் ?

	 (iii)	 a + b = 5 உம் ab = − 6 உம் ஆவதற்கு a, b எந்த எண்கள் ஆக வே�ண்டும் ?

	 (iv)	தொ�ொகைை 5 உம், பெெருக்கற்பலன் − 6 உம் ஆன இரண்டு எண்கள் எவைை ?

இனி − 6 = (−2) × 3 என்றோ�ோ − 6 = 2 × (−3) என்றோ�ோ எழுதினாால் பெெருக்கிய எண்களின் தொ�ொகைை 5 
ஆகாாது அல்லவாா.

அப்போ�ோது 6 ஐ வே�று இரண்டு எண்களின் பெெருக்கற்பலனாாக எழுத வே�ண்டும்.
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6 = 1 × 6 என்பதில் இருந்து

	 − 6	=	 (−1) × 6 

	 − 6	=	1 × (− 6)

என்றெ�ல்லாாம் எழுதலாாம் அல்லவாா. இவற்றில் முதலில் 
உள்ளதைை எடுத்தாால், பெெருக்கிய எண்களின் தொ�ொகைை 
5 உம் ஆகும். அதாாவது, மே�லே� உள்ள நாான்காாவது 
வினாாவிற்காான விடைை 6 உம் −1 உம் ஆகும்; 
பல்லுறுப்புகளைைக் குறித்துள்ள பிரச்சினை�களுக்காான 
தீர்வு.

	 x2 + 5x − 6	=	 (x + 6)(x − 1)

இனி அதிகம் சிந்திக்காாமல் இந்த வினாாவிற்காான 
விடைையைைக் கண்டுபிடிக்கலாாம் அல்லவாா.

x2 − 5x − 6 ஐ இரண்டு ஒருபடி பல்லுறுப்புகளின் 
பெெருக்கற்பலனாாக எழுதவும்.

	 x2 − 5x − 6 	= 	(x − 6)(x + 1)

கீழே� தரப்பட்டுள்ள இருபடி பல்லுறுப்புகளைை 
இரண்டு ஒருபடி பல்லுறுப்புகளின் 
பெெருக்கற்பலனாாக எழுதிப் பாார்க்கவும்:

இந்தக் கணக்குகளில் எல்லாாம் ஒருபடி பல்லுறுப்புகளிலுள்ள எண்களைை மனக்கணக்காாகவே� 
கண்டுபிடித்தோ�ோம். எல்லாா கணக்குகளிலும் இது சாாத்தியமாாக வே�ண்டுமெ�ன்றில்லைை. எடுத்துக்காாட்டாாக 
இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

x2 + 27x + 180 ஐ இரண்டு ஒருபடி பல்லுறுப்புகளின் பெெருக்கற்பலனாாக எழுதவும்.

இதைைச் செெய்வதற்கு முதலில்
	 (x + a)(x + b)	=	 x2 + 27x + 180
என எழுதலாாம், அதாாவது,

	 x2 + (a + b)x + ab	=	 x2 + 27x +180

இதிலிருந்து
	 a + b	=	 27
	 ab	=	 180

எனவும் கிடைைக்கும்.
இதுவரைை செெய்த கணக்குகளைைப் போ�ோன்று 180 ஐ இரண்டு எண்களின் பெெருக்கற்பலனாாகப் பல 
முறைைகளில் எழுதி, அவற்றில் எந்த ஜோ�ோடியின் தொ�ொகைை 27 ஆகும் எனக் கணக்கிடுவது அவ்வளவு 
எளிதல்ல அல்லவாா. வே�றொ�ொரு வழிமுறைையைைப் பாார்ப்போ�ோம்.

ஒருங்கிணை�த்தல்
x2 + 5x + 6 என்ற பல்லுறுப்பாானாாலும் x2 − 5x + 6 
என்ற பல்லுறுப்பாானாாலும் ஒருபடி காாரணிகளைைக் 
கணக்கிடுவதற்குப் பல்லுறுப்பைை  

(x + a) (x + b) 
என்ற ஒரேே வடிவத்தில் எழுதி, a யைையும் b யைையும் 
கணக்கிட்டோ�ோம் அல்லவாா.
முதல் கணக்கில், a = 2, b = 3 என இரண்டும் மிகைை 
எண்களாாகக் கிடைைத்தது.
இரண்டாாவது கணக்கில் a = −2, b = −3 என 
இரண்டு குறைை எண்களாாக் கிடைைத்தது.
மூன்றாாவது கணக்கில், a = 6 என்ற மிகைை 
எண்ணும், b = −1 குறைை எண்ணும் கிடைைத்தது. 
நாான்காாவது கணக்கில் a = −6 குறைை எண்ணும் 
கிடைைத்தது. நாான்காாவது கணக்கில்; b = 1 என்ற 
மிகைை என்னும் கிடைைத்தது. சுருக்கிக் கூறினாால், 
ஒரேே ஓர் இருபடி சமன்பாாட்டின் ஒருபடி 
காாரணிகளைைக் கணக்கிடுவதற்கு,

(x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x + ab
என்ற ஒரேேயொ�ொரு சமன்பாாட்டைை மட்டும் 
பயன்படுத்தினாால் போ�ோதுமாானது இவ்வாாறு 
கிடைைப்பது குறைை எண்களைையும் பயன்படுத்து 
வதினாால் அல்லவாா.

(i) x2 + x − 6	 (ii) x2 − x − 6	 (iii) x2 + 7x + 6	 (iv) x2 − 7x + 6
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இரண்டு எண்களின் தொ�ொகைையும் பெெருக்கற்பலனும் தெெரியும். தொ�ொகைையும் வித்தியாாசமும் தெெரியும் 
எனில் எண்களைைக் கண்டுபிடிக்கலாாம் அல்லவாா (ஒன்பதாாம் வகுப்பில் சமன்பாாட்டு ஜோ�ோடிகள் என்ற 
பாாடத்தில் இரண்டு சமன்பாாடுகள் என்ற பகுதியின் இறுதியில்).

இதைை எவ்வாாறு செெய்தோ�ோம் ?

தொ�ொகைையின் வர்க்கத்தைையும், பெெருக்கற்பலனை�யும் பயன்படுத்தி வித்தியாாசத்தின் வர்க்கத்தைை 
எவ்வாாறு கணக்கிடுவது என எட்டாாம் வகுப்பில் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா (வர்க்க சமன்பாாடுகள் என்ற 
பாாடத்தில் வித்தியாாச வர்க்கம் என்ற பகுதி).

	 (a − b)2	=	 (a + b)2 − 4ab
இதைை இங்கு பயன்படுத்தினாால்
	 (a − b)2 	= 	272 − (4 × 180)

		 =	 (400 + 280 + 49) – (72 × 10)

		 = 	729 − 720

		 = 	9

அப்போ�ோது a − b எந்த எண்களாாகும் ?

a − b = 3 அல்லது a − b = −3

இதில் a − b = 3 என எடுத்தாால்
	 a + b	=	 27

	 a − b	=	 3
எனக் கிடைைக்கும். இதிலிருந்து

	 a	=	
2

1 (27 + 3) = 
2

1  × 30 = 15

	 b	=	
2

1 (27 − 3) = 
2

1  × 24 = 12

எனவும் கிடைைக்கும்.

a − b = −3 என எடுத்தாால்

	 a + b	=	 27

	 a − b	=	 −3
என்றாாகும். இதிலிருந்து

	 a	=	
2

1 (27 − 3) = 
2

1  × 24 = 12 

	 b	=	
2

1 (27 + 3) = 
2

1  × 30 = 15

என்றும் கிடைைக்கும்.
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எவ்வாாறாாயினும் இவற்றைைப் பயன்படுத்தி

	 x2 + 27x + 180	=	 (x + 12)(x + 15)

என எழுதலாாம்.

பொ�ொதுவாாக p(x) என்ற பல்லுறுப்பைை q(x), r(x) என்ற பல்லுறுப்புகளின் பெெருக்கற்பலனாாக  

p(x) = q(x)r(x) என எழுத இயலும் எனில் q(x), r(x) என்ற பல்லுறுப்புகளைை p(x) என்ற பல்லுறுப்பின் 
காாரணிகள் எனக் கூறுகிறோ�ோம். (எண்ணல் எண்களிலும் காாரணிகள் என்பதன் பொ�ொருள், இதைைப் 
போ�ோன்று அல்லவாா; எடுத்துக்காாட்டாாக 10 = 2 × 5 ஆனதாால் 2 உம் 5 உம் 10 இன் காாரணிகள் 
எனக் கூறுகிறோ�ோம்).

அப்போ�ோது இங்கு செெய்த கணக்குகளில் எல்லாாம் சில இருபடி பல்லுறுப்புகளைை ஒருபடி காாரணிகளின் 
பெெருக்கற்பலனாாக எழுதினோ�ோம்.

கீழே� தரப்பட்டுள்ள பல்லுறுப்புகளைை இரண்டு ஒரு படி காாரணிகளின் பெெருக்கற்பலனாாக 
எழுதவும்.

	 (i) x2 + 30x + 221	 (ii) x2 + 4x − 221	 (iii) x2 + x − 156

காாரணிகளும் தீர்வுகளும்
இருபடிச் சமன்பாாடுகள் என்ற பாாடத்தில் இரண்டு விடைைகள் என்ற பகுதியில் செெய்த ஒரு கணக்கைை 
மீண்டும் பாார்க்கலாாம்:

x2 − 4x + 3 = 0 ஆக வே�ண்டுமெ�னில் x என்னவாாக வே�ண்டும் ?

இதைை எவ்வாாறு செெய்தோ�ோம் ?

	 (i)	 x2 − 4x + 3 = 0

	 (ii)	 x2 − 4x + 4 = 1

	 (iii)	 (x − 2)2 = 1

	 (iv)	 x − 2 = 1 அல்லது x − 2 = −1

	 (v)	 x = 3 அல்லது x = 1

இதைை வே�றொ�ொரு முறைையிலும் செெய்யலாாம். அதற்கு, முதலில் வினாாவிலுள்ள x2 − 4x + 3 என்ற 
பல்லுறுப்பைை ஒருபடி காாரணிகளின் பெெருக்கற்பலனாாக எழுதவே�ண்டும்.

மனக்கணக்காாகச் செெய்யலாாம் அல்லவாா:

x2 − 4x + 3 = (x − 1)(x − 3)
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அப்போ�ோது முதல் வினாாவைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

(x − 1)(x − 3) = 0 ஆக வே�ண்டுமெ�னில் x என்னவாாக வே�ண்டும் ?

இரண்டு எண்களின் பெெருக்கற்பலன் பூஜ்ஜியம் ஆக வே�ண்டும் எனில், அவற்றில் ஏதேேனும் ஒன்று 
பூஜ்ஜியம் ஆக வே�ண்டும் அல்லவாா. அப்போ�ோது (x − 1)(x − 3) = 0 ஆக வே�ண்டும் எனில் x − 1 = 0 
அல்லது x − 3 = 0 ஆக வே�ண்டும்.

அதாாவது x = 1 ஆகவே�ண்டும், அல்லது x = 3 ஆக வே�ண்டும்.

இந்த முறைையைை இவ்வாாறு சுருக்கி எழுதலாாம்.

	 (i)	 x2 − 4x + 3 = 0

	 (ii)	 x2 − 4x + 3 = (x − 1)(x − 3)

	 (iii)	 (x − 1)(x − 3) = 0

	 (iv)	 x − 1 = 0 அல்லது x − 3 = 0

	 (v)	 x = 1 அல்லது x = 3

கணக்கைைச் சற்று மாாற்றி இவ்வாாறு எழுதினாால் ?

x2 − 5x + 6 = 0 ஆகவே�ண்டுமெ�னில் x என்னவாாக வே�ண்டும் ?

முன்பு செெய்த கணக்கைைப் போ�ோன்று இதைைக் கண்டுபிடிக்க முதலில் என்ன செெய்ய வே�ண்டும் ?

x2 − 5x +6 ஐ ஒரு படி காாரணிகளின் பெெருக்கற்பலனாாக எழுதுவது எவ்வாாறு ?

x2 − 5x +6 = (x − 2)(x − 3)

இனி விடைையைைக் கண்டுபிடிக்கும் முறைையைை எவ்வாாறு எழுதலாாம் ?

	 (i)	 x2 − 5x + 6 = 0

	 (ii)	 x2 − 5x + 6 = (x − 2)(x − 3)

	 (iii)	 (x − 2)(x − 3) = 0

	 (iv)	 x − 2 = 0 அல்லது x − 3 = 0

	 (v)	 x = 2 அல்லது x = 3

முதல் கணக்கில், x2 − 4x + 3 = 0 என்ற இருபடிச் சமன்பாாட்டின் தீர்வுகளைை, 1, 3 எனக் கணக்கிட்டோ�ோம் 
அல்லவாா; இரண்டாாவது கணக்கில், x2 − 5x + 6 = 0 என்ற இருபடிச் சமன்பாாட்டின் தீர்வுகள், 2, 3 
எனவும் ஆகும்.
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அப்போ�ோது எந்த இருபடிச் சமன்பாாட்டைையும் முன்பு வர்க்கத்தைை முழுமைையாாக்கித் தீர்வு கணக்கிட்டதற்குப் 
பதிலாாக, இப்போ�ோது செெய்ததைைப் போ�ோன்று, பல்லுறுப்பைைக் காாரணிப்படுத்தியும் கணக்கிடலாாம்.

எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

ஒரு செெவ்வகத்தின் ஒரு பக்கம் மற்ற பக்கத்தைைவிட 3 மீட்டர் அதிகமாாகும். அதன் பரப்பளவு, 
270 சதுரமீட்டரும் ஆகும். இந்தச் செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளம் எவைை?

செெவ்வகத்தின் சிறிய பக்கத்தின் நீளம் x மீட்டர் என எடுத்தாால், பெெரிய பக்கத்தின் நீளம்  

x + 3 மீட்டர்; பரப்பளவு

x(x + 3) = x2 + 3x சதுர மீட்டர்

அப்போ�ோது வினாாவைை இவ்வாாறு இயற்கணித வடிவத்தில் எழுதலாாம்:

x2 + 3x = 270 ஆக வே�ண்டும் எனில் x என்னவாாக இருக்க வே�ண்டும் ?

இதைை முன்பு செெய்ததைைப் போ�ோல் வர்க்கத்தைை முழுமைையாாக்கிச் செெய்ய வே�ண்டும் எனில், சமன்பாாட்டின் 

இருபுறமும் 
2

3
2

c m  ஐக் கூட்ட வே�ண்டும்.

பதிலாாகக் காாரணிப்படுத்தல் முறைையில் முயற்சி செெய்து பாார்ப்போ�ோம். இதற்கு வினாாவைைச் சற்று 
மாாற்றி எழுதலாாம்:

x2 + 3x − 270 = 0 ஆகவே�ண்டுமெ�னில் x என்னவாாக இருக்க வே�ண்டும் ?

இனி x2 + 3x − 270 ஐ காாரணிகளாாக்க வே�ண்டும்

x2 + 3x − 270 = (x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x + ab

என எழுதினாால், இதில் இருந்து a + b உம் ab உம் கிடைைக்கும்.

	 a + b	=	 3

	 ab	=	 −270

இதிலிருந்து a − b ஐக் கணக்கிடலாாம் அல்லவாா.

(a − b)2 = (a + b)2 − 4ab = 9 – (4 × (−270)) = 9 − (−1080) = 9 + 1080 = 1089

இனி a − b கண்டுபிடிப்பதற்கு 1089 இன் வர்க்க மூலம் கணக்கிட வே�ண்டும். காாரணிப்படுத்தி 
வர்க்க மூலம் கணக்கிடும் முறைையைை ஏழாாம் வகுப்பில் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா. (சதுரங்களும் 
செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணங்களும் என்ற பாாடத்தில் சதுரப் பரப்பளவு என்ற பகுதி).

1089 இன் இலக்கங்களின் தொ�ொகைை 18 ஆனாால், 1089 என்ற எண் 9 இன் மடங்காாகும் (ஆறாாம் 
வகுப்பில் உள்ள எண் தொ�ொடர்கள் என்ற பாாடத்தில் இலக்கங்களின் தொ�ொகைை என்ற பகுதி).

1089 ÷ 9 எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம் என ஐந்தாாம் வகுப்பில் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா ?
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அப்போ�ோது

1089 = 9 × 121

இதைை இவ்வாாறு எழுதலாாம் அல்லவாா.
1089 = 32 × 112 = (3 × 11)2 = 332

(ஏழாாம் வகுப்பில் உள்ள மீண்டும் மீண்டும் பெெருக்கல் என்ற பாாடத்தில் மடங்கும் அடுக்கும் 
என்ற பகுதி).  
(a − b)2 = 332 என்பதிலிருந்து a − b ஐக் குறித்து என்ன கூறலாாம் ?

a − b = 33 அல்லது a − b = −33

a − b = 33 என எடுத்தாால்,

	 a + b	=	 3

	 a − b	=	 33

என்று காாணலாாம். இதிலிருந்து

	 a = 
2

1 (3 + 33)	=	
2

1  × 36 = 18

	 b =  
2

1 (3 – 33)	=	
2

1  × (−30) = −15

எனவும் கணக்கிடலாாம்

அதாாவது

x2 + 3x − 270 = (x − 15)(x + 18)

அப்போ�ோது நமது வினாா இவ்வாாறாானது.

(x − 15)(x + 18) = 0 ஆகவே�ண்டுமெ�னில் x என்னவாாக இருக்க வே�ண்டும் ?

முன்பு பல கணக்குகளில் பாார்த்தது போ�ோல, இதன் விடைை x = 15 அல்லது x = −18 என அல்லவாா. 
நமது கணக்கில் x என்பது ஒரு செெவ்வகத்தின் பக்கத்தின் நீளமாானதாால் குறைை எண் அல்ல. 
அப்போ�ோது இந்தக் கணக்கில் செெவ்வகத்தின் சிறிய பக்கத்தின் நீளம் 15 மீட்டர்.

பெெரிய பக்கத்தின் நீளம் 15 + 3 = 18 மீட்டர்.

இந்தக் கணக்கில், a − b = 33 என்பதற்குப் பதிலாாக a − b = −33 என எடுத்தாால் என்ன கிடைைக்கும் 
எனச் செெய்து பாார்க்கவும்.
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வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் பாார்ப்போ�ோம்:

ஓர் எண்ணுடன் ஒன்று கூட்டியபோ�ோது அந்த எண்ணின் வர்க்கம் கிடைைத்தது. எண் எது ?

எண்ணை� x என எடுத்தாால், வினாாவின் இயற்கணித வடிவத்தைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

x + 1 = x2 ஆக வே�ண்டுமெ�னில், x எந்த எண் ஆக வே�ண்டும் ?

x + 1 = x2 ஆக வே�ண்டுமெ�னில், x2 − (x + 1) = 0 ஆக வே�ண்டும் அல்லவாா. இதில்

x2 − (x + 1) = x2 − x − 1

(தொ�ொகைையைைக் கழிப்பதற்குப் பதிலாாக ஒவ்வொ�ொன்றாாகக் கழிக்கலாாம் என ஏழாாம் வகுப்பிலுள்ள 
கணக்கில் சுருக்கெ�ழுத்து என்ற பாாடத்தில் ஒவ்வொ�ொன்றாாகவும் மொ�ொத்தமாாகவும் என்ற பகுதியில் 
பாார்த்தோ�ோம்). அப்போ�ோது வினாாவைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

x2 − x − 1 = 0 ஆக வே�ண்டுமெ�னில், x எந்த எண் ஆக வே�ண்டும் ?

இனி x2 − x − 1 என்ற பல்லுறுப்பைைக் காாரணிகளாாக்கலாாம்:

x2 − x − 1 = (x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x + ab

என எழுதினாால்,

	 a + b = −1

	 ab = −1
எனக் காாணலாாம். இதிலிருந்து

	 (a − b)2 = (a + b)2 − 4ab	 =	 (−1)2 − (4 × (−1)) 

		  =	 1 − (−4) = 1 + 4 = 5

எனவும் கிடைைக்கும். அப்போ�ோது

a − b = 5  அல்லது a − b = − 5

a − b = 5  என எடுத்தாால்
	 a + b	 =	 −1 

	 a − b	 =	 5

எனக் கிடைைக்கும். இனி a யைையும் b யைையும் கணக்கிடலாாம்:

	 a	 =	
2

1
1 5

2

5 1� � �
�_ i

	 b	 =	
2

1
1 5

2

5 1� � � �
�_ i

அதாாவது

x x x x1
2

5 1

2

5 12 � � � �
�

�
�d dn n

அப்போ�ோது வினாாவைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

x x
2

5 1

2

5 1
0�

�
�

� �d dn n  ஆக வே�ண்டுமெ�னில், x 
எந்த எண் ஆக வே�ண்டும் ?

நேேராாகவும் மாாறாாகவும்
p(x) என்ற இருபடி பல்லுறுப்பைை இரண்டு ஒருபடி 
பல்லுறுப்புகளின் பெெருக்கற் பலனாாக

p(x) = (x + a)(x + b) 

என்றெ�ழுதி a யைையும் b யைையும் கணக்கிட்டோ�ோம் 
அல்லவாா.
இதைைப் போ�ோன்ற கணக்குகளில் முதலில் 
கிடைைப்பது a + b உம் தொ�ொடர்ந்து (a − b)2 உம் 
ஆகும், அவைை
	 a + b	 =	 h

	 (a − b)2	 =	 k2 

என்று எனில், a − b ஆக k அல்லது −k என 
எடுக்கலாாம். 
a − b = k என எடுத்தாால் a, b இவ்வாாறு கிடைைக்கும்:

	 a	 =	 ( )h k
2

1 +

	 b	 =	 ( )h k
2

1 −

a − b = −k என எடுத்தாால்  ?

	 a	 =	 ( )h k
2

1 −

	 b	 =	 ( )h k
2

1 +

அதாாவது, a, b என்ற எண்கள் ஒன்றுக்கொ�ொன்று 
மாாறும் எவ்வாாறாானாாலும் காாரணிகள் 
மாாறுவதில்லைை.
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இதன் தீர்வு

x
2

5 1� �
�

 அல்லது x
2

5 1�
�

 

அதாாவது, 
2

5 1+
 என்ற மிகைை எண்ணினுடைையவும் 

2

5 1−
−

 என்ற குறைை எண்ணினுடைையவும் 
சிறப்பியல்புகள் என்னவெ�ன்றாால், இந்த இரண்டு எண்களில் ஏதேேனும் ஒன்றுடன் 1 ஐக் கூட்டினாாலும், 
அந்த எண்ணின் வர்க்கம் கிடைைக்கும் என்பதாாகும்.

(1)	 ஒரு செெவ்வகத்தின் ஒரு பக்கம் மற்ற பக்கத்தைைவிட 2 மீட்டர் அதிகமாாகும். அதன் 
பரப்பளவு 48 சதுரமீட்டரும் ஆகும். இந்தச் செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளத்தைைக் 
கணக்கிடவும்.

(2)	 ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் ஒரு பக்கத்தின் இரண்டு மடங்கிலிருந்து 
ஒரு செென்டிமீட்டர் கழித்ததேே அதன் செெங்குத்துப் பக்கம்; இரண்டு மடங்குடன் ஒரு 
செென்டிமீட்டர் கூட்டியதேே அதன் கர்ணம். பக்கங்களின் நீளம் எவைை ?

(3)	 1 முதலுள்ள தொ�ொடர்ச்சியாான எண்ணல் எண்களைை எது வரைைக்கூட்டினாால் 300 
கிடைைக்கும்?

(4)	 x2 − 2x − 1 என்ற பல்லுறுப்பின் படம், x அச்சைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளிகள் எவைை ?

பொ�ொது தீர்வு
இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்.

2x2 + 3x − 2 என்ற பல்லுறுப்பின் படம், x அச்சைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளிகள் எவைை ?

வினாாவைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

2x2 + 3x − 2 = 0 ஆக வே�ண்டுமெ�னில் x என்னவாாக வே�ண்டும் ?

இதுவரைை செெய்த இதைைப் போ�ோன்ற கணக்குகளிலிருந்து இதற்கு ஒரு வே�றுபாாடு உள்ளது. முன்பு 
செெய்த கணக்குகளில் எல்லாாம் x2 மட்டும் இருந்தது; இதில் 2x2 ஆகும்.

அப்போ�ோது முதலில் 2x2 + 3x − 2 ஐ இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

2x2 + 3x − 2 = x x2
2

3
1

2 � �c m

இதிலிருந்து x x
2

3
1

2 � �  பூஜ்ஜியமாாகும் எந்த x ஐ எடுத்தாாலும், இந்தப் பல்லுறுப்பின் இரண்டு 

மடங்காான 2x2 + 3x − 2 உம் பூஜ்ஜியமாாகவே� இருக்கும் எனக் காாணலாாம் அல்லவாா; மாாறாாக 

2x2 + 3x − 2 பூஜ்ஜியமாாகும் எந்த x ஐ எடுத்தாாலும், இந்தப் பல்லுறுப்பின் பாாதியாான x x
2

3
1

2 � �  உம் 
பூஜ்ஜியமாாகவே� இருக்கும் எனக் காாணலாாம்.
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அப்போ�ோது வினாாவைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

x x
2

3
1 0

2 � � �  ஆக வே�ண்டுமெ�னில் x எந்த எண் ஆக வே�ண்டும் ?

இனி முன்பு செெய்ததைைப் போ�ோன்று காாரணிப்படுத்துதல் முறைையில் x ஐக் கணக்கிடலாாம்.

x x
2

3
1

2 � �  = (x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x  + ab

என எழுதினாால்

	 a + b	=	
2

3

	 ab	=	 −1

இதில் இருந்து

(a − b)2 = (a + b)2 − 4ab = 
4

9  − (4 × (−1)) = 
4

9  + 4 = 
4

25

எனக் கிடைைக்கும். அப்போ�ோது

a − b = 
2

5  அல்லது a − b = 
2

5−  

a − b = 
2

5  என எடுத்தாால்

	 a + b	=	
2

3

	 a − b	=	
2

5  

எனவும் அதிலிருந்து

	 a	=	
2

1

2

3

2

5

2

1
4 2# #� � �c m

	 b	=	
2

1

2

3

2

5

2

1
1

2

1# #� � � � �c ^m h  

எனவும் கிடைைக்கும். அதாாவது

	 x x
2

3
1

2 � � 	=	 x x2
2

1� �_ ci m

அப்போ�ோது வினாாவைை இவ்வாாறாாகலாாம்:

x x2
2

1� �_ ci m = 0 ஆக வே�ண்டுமெ�னில் x எந்த எண் ஆக வே�ண்டும் ?

இதன் விடைை x = −2 அல்லது x = 
2

1 .
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அதாாவது, 2x2 + 3x − 2 என்ற பல்லுறுப்பின் படம் x-அச்சைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளிகள் , , ,2 0
2

1
0−_ ci m 

ஆகும்.

இனி இந்த முறைையைை பொ�ொதுவாாகப் பாார்க்கலாாம்:

எந்த இருபடி பல்லுறுப்பைையும் ax2 + bx + c என்ற வடிவத்தில் எழுதலாாம் அல்லவாா. அப்போ�ோது எந்த 
இருபடி சமன்பாாட்டைையும் இந்த வடிவத்தில் எழுதலாாம்:

ax2 + bx + c = 0

இதைைப் போ�ோன்ற சமன்பாாட்டின் தீர்வு காாண்பதற்காான பல நிலைைகளாாக இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

(1)	 சமன்பாாட்டைை இவ்வாாறு மாாற்றி எழுதவும்: x a
b x a

c 02 � � �  

(2)	 இதன் பல்லுறுப்பைை ஒருபடி காாரணிகளின் பெெருக்கற்பலனாாக எழுதவும்.

	 (i)	 இந்தக் காாரணிகள் x + p எனவும் x + q எனவும் எடுத்தாால்

		  x a
b x a

c x p x q2 � � � � �` `j j = x2 + (p + q)x + pq

	 (ii)	 இதிலிருந்து p q a
b� �  எனவும் pq a

c=  எனவும் கிடைைக்கும்.

	 (iii)	 (p − q)2 = (p + q)2 − 4pq என்ற சமன்பாாட்டைைப் பயன்படுத்தி p − q வைைக் கணக்கிடவும்.

	 (iv)	முன்பு கண்டுபிடித்த p + q உம் p − q உம் ஆக கிடைைக்கும் எண்களில் ஏதாாவது ஒன்றைைப் 
பயன்படுத்தி p, q இவற்றைைக் கணக்கிடவும்.
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(3)	 அப்போ�ோது தீர்வு காாண வே�ண்டிய சமன்பாாட்டைை இவ்வாாறு எழுதலாாம் : (x + p) (x + q) = 0

(4)	 இதன் தீர்வு x = − p அல்லது x = − q

மே�லும் p − q உம் தொ�ொடர்ந்து p, q இவற்றைையும் கணக்கிடுவது எவ்வாாறு எனப் பாார்ப்போ�ோம்:

			   (p − q)2	 =	 a
b

a
c4

2

−b bl l

				    =	 a
b

a
c

a
b

a
ac

a
b ac4 4 4

2

2

2

2

2 2

2

� � � � �

p − q = a
b ac42 −

 அல்லது p − q = a
b ac42

−
−

p − q ஆக இதில் ஏதாாவது ஒன்றைை எடுத்து p, q வைைக் கணக்கிடலாாம்:

	    	               p + q = a
b 		 p − q = a

b ac42 −

			   p = a
b

a
b ac

2

1 4
2

�
�c m	=	 a

b b ac
a

b b ac
2

1 4

2

4
2 2

#
� �

�
� �

			   q = a
b

a
b ac

2

1 4
2

−
−c m	=	 a

b b ac
a

b b ac
2

1 4

2

4
2 2

#
� �

�
� �

	

அப்போ�ோது சமன்பாாட்டின் தீர்வுகள்

x = a
b b ac

2

4
2

�
� �

 அல்லது x = a
b b ac

2

4
2

−
− −

இதைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

x = a
b b ac

2

4
2− − −

 அல்லது x = a
b b ac

2

4
2� � �

ஒரு எண்ணை�க் கூட்டவோ�ோ கழிக்கவோ�ோ செெய்ய வே�ண்டும் என்பதைைச் சுருக்கி எழுதுவதற்கு ± 
என்ற அடைையாாளம் பயன்படுத்துவதுண்டு. அப்போ�ோது தீர்வுகளைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

ax2 + bx + c = 0

எனச் சமன்பாாட்டு பிரச்சினை�யின் தீர்வுகள்

x = a
b b ac

2

4
2!− −

எடுத்துக்காாட்டாாக முதலில் செெய்த கணக்கைை மே�லும் ஒரு முறைை பாார்க்கலாாம்:

2x2 + 3x − 2  என்ற பல்லுறுப்பின் படம், x-அச்சைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளிகள் எவைை ?

இங்கேே தீர்வு காாண வே�ண்டிய சமன்பாாடு

2x2 + 3x − 2 = 0

அப்போ�ோது மே�லே� எழுதிய தீர்வுகளைைப் பொ�ொதுவடிவத்தில்

	 a = 2	 b = 3	 c = −2
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என எடுத்து இந்தச் சமன்பாாட்டின் தீர்வுகளைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

		  	 x	 =	
( ( ))

2 2

3 3 4 2 2
2

#
! # #− − −

				    =	
4

3 9 16!� �

				    =	
4

3 25!−

				    =	
4

3 5!−

அதாாவது

		  	 x	 =	
4

3 5

4

2

2

1� � � �

அல்லது

		  	 x	 =	
4

3 5

4

8
2

� � � � � �

x அச்சைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளிகள் , , ,
2

1
0 2 0−c _m i.

(1)	 கீழே� தரப்பட்டுள்ள பல்லுறுப்புகளின் படங்கள் x-அச்சைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளிகளைைக் 
கணக்கிடவும்:

	 (i) 2x2 − 7x − 1 	 (ii) 2x2 + 7x − 1 	 (iii) 9x2 + 12x + 4

(2) 	ஒரு செெவ்வகத்தின் சுற்றளவு 42 மீட்டரும், அதன் மூலைைவிட்டம் 15 மீட்டரும் ஆகும். 
அதன் பக்கங்களின் நீளம் எவ்வளவு ?

(3) 	செெவ்வக வடிவத்திலுள்ள ஒரு காாகிதத்திலிருந்து கீழே� காாண்பிக்கப்பட்டுள்ளதைைப் 
போ�ோன்று இரண்டு சதுரங்கள் வெ�ட்டி மாாற்றப்படுகிறது:

	 மீதி உள்ள பகுதியின் பரப்பளவு 27 சதுர செென்டிமீட்டர் ஆகும். செெவ்வகத்தின் மற்ற 
பக்கத்தின் நீளம் எவ்வளவு ?

(4) 	1, 5, 9, ... என்ற கூட்டுத் தொ�ொடரின் முதல் எத்தனை� உறுப்புகளைைக் கூட்டினாால் 91 
கிடைைக்கும் ?

(5) 	28 செென்டிமீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு கம்பியைை வளைைத்து செெவ்வகம் உருவாாக்க வே�ண்டும்.

	 (i)	 மூலைைவிட்டத்தின் நீளம் 8 செென்டிமீட்டர் உள்ள செெவ்வகம் உருவாாக்க இயலுமாா?

	 (ii)	 மூலைைவிட்டத்தின் நீளம் 10 செென்டிமீட்டர் ஆனாால் ?

	 (iii)	மூலைைவிட்டத்தின் நீளம் 14 செென்டிமீட்டர் ஆனாால் ? 

	 இவற்றில் உருவாாக்க இயலுகின்ற செெவ்வகங்களின் இரண்டு பக்கங்களினுடைையவும் 
நீளத்தைைக் கணக்கிடுக.
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நாாண்கள்
வட்டத்திலுள்ள எந்த இரண்டு விட்டங்களும் மைையத்தின் வழியாாக வெ�ட்டிச் செெல்கின்றன.

வெ�ட்டிக் கிடைைக்கின்ற நாான்கு பாாகங்களின் நீளம் ஆரத்திற்குச் சமமும் ஆகும். 

விட்டம் அல்லாாத இரண்டு நாாண்கள் வட்டத்தின் உள்ளே� வெ�ட்டிச் செெல்லும் போ�ோது ?

1010 வட்டங்களும் 
கோ�ோடுகளும்
வட்டங்களும் 
கோ�ோடுகளும்
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பாாகங்கள் ஒவ்வொ�ொன்றும் சமமாாக வே�ண்டுமெ�ன்றில்லைை. ஆனாாலும் அவைைகளுக்கு இடைையே� ஒரு 
தொ�ொடர்பு உள்ளது. அதனை�க் கண்டுபிடிக்க, ஒரு நாாணின் பாாகங்களின் நீளங்களைை a, b எனவும் 
மற்ற நாாணின் பாாகங்களின் நீளங்களைை  c, d எனவும் எடுக்கலாாம்:

பாாகங்களுக்கிடைையே�யுள்ள தொ�ொடர்பைை கணக்கீடு செெய்ய, நாாண்களின் முனை�களைை இணை�த்து 
கீழே� காாண்பதுபோ�ோல முக்கோ�ோணங்களைை உருவாாக்கலாாம்:

இந்த முக்கோ�ோணங்களின் மே�லே� உள்ள கோ�ோணங்கள் ஒரேே வட்டத்துண்டின் கோ�ோணங்கள் ஆகும். 
கீழே�யுள்ள கோ�ோணங்கள் மற்றொ�ொரு வட்டத்துண்டின் கோ�ோணங்கள் ஆகும்.

அப்போ�ோது முதல் படத்தில் முக்கோ�ோணங்களின் மே�லே� உள்ள கோ�ோணங்கள் சமம் ஆகும்; கீழே�யுள்ள 
கோ�ோணங்களும் சமம் ஆகும்;
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ஒரு வட்டம் வரைைந்து 
அதில் AB, CD என்ற 

இரண்டு நாாண்கள் வரைையவும். 
இவைை வெ�ட்டும் புள்ளியில் P ஐ 
அடைையாாளப்படுத்தவும். Input Bar 
இல் PA * PB எனக் கொ�ொடுத்தாால் 

PA × PB என்ற எண் Algebra 
View இல் காாணமுடியும் PC × PD 
யைையும் காாண்க. அவற்றைை ஒப்பீடு 
செெய்யவும். நாாண்களின் இடத்தைை 
மாாற்றிப் பாார்க்கவும். P என்ற புள்ளி 
வட்டத்தில் எனில் PA  × PB, PC × PD 

இவற்றிற்கு என்ன நிகழும்? 

அதாாவது, இந்த முக்கோ�ோணங்களுக்கு ஒரேே கோ�ோணங்கள் ஆகும். அதனாால் சமமாான கோ�ோணங்களுக்கு 
எதிரேேயுள்ள பக்கங்களின் நீளங்கள் ஒரேே வீதத்தில் மாாறுகின்றது (ஒன்பதாாம் வகுப்பில் வடிவொ�ொத்த 
முக்கோ�ோணங்கள் என்ற பாாடத்தில் கோ�ோணங்களும் பக்கங்களும் என்ற பகுதி).

மே�லே� உள்ள கோ�ோணங்களின் எதிர்ப்பக்கங்களின் நீளம் a உம் d உம் அல்லவாா, கீழே�யுள்ள 
கோ�ோணங்களின் எதிர்ப்பக்கங்களின் நீளம் c உம் b உம்.

இவற்றின் மாாற்றங்கள் ஒரேே வீதத்தில் ஆகும். இந்த வீதத்தைை k என எடுத்தாால்.

d = ka

b = kc

இதில் k நமக்குத் தெெரியாாதல்லவாா, அதைைத் தவிர்த்து a, b, c, d இவற்றிற்கிடைையே�யுள்ள தொ�ொடர்பு 
கிடைைக்க, முதல் சமன்பாாட்டிலிருந்து இவ்வாாறு கணக்கிடலாாம்:

k = a
d

இதைை இரண்டாாவது சமன்பாாட்டில் பயன்படுத்தினாால்,

b = a
d  × c = a

cd

இதைை இவ்வாாறு மாாற்றி எழுதலாாமல்லவாா.

ab = cd

நாாண்களுக்கு AB, CD எனவும், அவற்றைை வெ�ட்டிச் செெல்லும் 
புள்ளிக்கு P எனவும் பெெயர் கொ�ொடுத்தாால் இதைை இவ்வாாறு 
எழுதலாாம்:

AP × PB = CP × PD

ஒரு பொ�ொதுக் கருத்தாாக இதனை�ப் பின்வருமாாறு கூறலாாம்:

ஒரு வட்டத்தின் இரண்டு நாாண்கள் வட்டத்தினுள் வெ�ட்டிச் செெல்லும்போ�ோது ஒரு நாாணின் 
பாாகங்களின் பெெருக்கற்பலனும், மற்ற நாாணின் பாாகங்களின் பெெருக்கற்பலனும் சமம் ஆகும்.

இதனை�ப் பயன்படுத்தி ஒரு கணக்கைைப் பாார்ப்போ�ோம்:
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ஒரு வளைையத்தின் ஒரு பகுதி கீழே� காாண்பிக்கப்பட்டுள்ளது.

வளைையத்தின் விட்டத்தைைக் கணக்கிடவும்.

முழு வட்டமும், அதில் இந்த வில்லின் முனை�களைை 
இணை�க்கின்ற நாாணும், அதற்குச் செெங்குத்தாான 
விட்டத்தைையும் கற்பனை� செெய்து பாார்க்கலாாம். இந்த  
விட்டம், நாாணிற்குச் செெங்குத்தாானதாால், நாாணை�ச் 
சமமாாகப் பிரிக்குமல்லவாா. அப்போ�ோது வட்டத்தின் 
விட்டம் d செென்டிமீட்டர் என எடுத்தாால், படம் 
இவ்வாாறாாகும்:

இனி  மே�ற்கூறியக் கருத்தைைப் பயன்படுத்தி

2(d − 2) = 3 × 3 = 9

எனக் கணக்கிடலாாம். இதிலிருந்து

d = 
2

9  + 2 = 4
2

1  + 2 = 6
2

1

எனக் கிடைைக்குமல்லவாா. அதாாவது, வளைையத்தின் விட்டம்
6
2

1  செென்டிமீட்டர்.

இந்தக் கணக்கில், ஒன்றுக்கொ�ொன்று வெ�ட்டிச் செெல்கின்ற நாாண்களில் 
ஒன்று வட்டத்தின் விட்டமும், மற்றொ�ொன்று அதன் செெங்குத்தாான ஒரு 
நாாணும் அல்லவாா. அவ்வாாறாான ஒரு படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

தாாமரைைக் கணக்கு
பாாஸ்கராாச்சாாரியருடைைய லீலாாவதி என்ற 
கணித புத்தகத்தைைக் குறித்து எட்டாாம் வகுப்பில் 
படித்தோ�ோமல்லவாா.  (சமன்பாாட்டுத் தீர்வுகள் என்ற 
பாாடத்தில் தலைைகீழ் செெயல் என்ற பகுதி):

அதில் உள்ள ஒரு செெய்யுளின் பொ�ொருளைைத் 
தமிழில் இவ்வாாறு கூறலாாம். சக்ரவாாகப் 
பறவைைகளும், கிரௌ�ௌவுஞ்சப் பறவைைகளும் 
விளைையாாடுகின்ற தண்ணீர் நிறைைந்த ஒரு 
ஏரியில் அரைைக் கைையளவு உயரத்தில் ஒரு 
தாாமரைை மொ�ொட்டு உயர்ந்து நிற்கிறது. காாற்றில் 
மெ�துவாாக அசைைந்து, அது இரண்டு கைையளவு 
தூரத்தில் தண்ணீரில் முழ்கியது. தண்ணீரின் 
ஆழம் எவ்வளவு ? கூறுங்கள் கணக்கறிஞரேே!

வளைையத்தின் ஆரத்தைைக் கணக்கிட்டது போ�ோல, 
இந்தக் கணக்கின் விடைையைையும் கண்டுபிடியுங்கள் ?

சமஸ்கிருத செெய்யுள் இவ்வாாறாாகும்:

சக்ரகிரௌ�ௌஞ்சாாகுலிதஸலிலே�
குவாாபித்ருஷ்டம் தடாாகேே

தோ�ோயாாதூர்த்துவ கமலகலிக்ரஹம்
விதஸ்ததி ப்ரமாாணம்

மந்தம் மந்தம் சலிதமனிலே�னாாஹதம்
ஹஸ்தயுகமே�

தஸ்மின்மக்னம் கணக கதய
க்ஷிப்ரமம்புப்ரமாாணம்
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விட்டத்தின் பாாகங்களின் நீளங்களைை a, b என எடுக்கலாாம்.

விட்டம் மைையத்திலிருந்து நாாணிற்குள்ள செெங்குத்தாானதாால் அது நாாணை� இரு சமபாாகங்களாாகப் 
பிரிக்கும் (எட்டாாம் வகுப்பில் வட்டங்கள் என்ற பாாடத்தில் நாாண்கள் என்ற பகுதி).

அப்போ�ோது விட்டம், நாாணை�ப் பிரிக்கின்ற இரண்டு பாாகங்களினுடைைய நீளங்களைை c என எடுக்கலாாம்:

வெ�ட்டிச் செெல்கின்ற நாாண்களைைக் குறித்துள்ள பொ�ொதுக் கருத்தின்படி a, b, c இவற்றிற்கிடைையே� 
உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன ?

ab = c2

இந்தக் கருத்தைை இவ்வாாறு கூறலாாம்;

வட்டத்தில் ஒரு விட்டத்தைை அதற்குச் செெங்குத்தாான ஒரு நாாண் வெ�ட்டுகின்ற பாாகங்களின் 
பெெருக்கற்பலன், நாாணின் பாாதியின் வர்க்கமாாகும்.

எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

விட்டத்தின் ஒரு புள்ளியிலிருந்துள்ள செெங்குத்துக் கோ�ோடு 
அரைைவட்டத்தைைத் தொ�ொடுகிறது. இந்தச் செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் 
நீளம் எவ்வளவு ?

வட்டத்தைை முழுமைையாாக்கி செெங்குத்துக்கோ�ோட்டைைக் கீழாாக 
நீட்டினாால் ஒரு நாாண் கிடைைக்கும்; அதனுடைைய பாாதியே� 
செெங்குத்துக்கோ�ோடு:
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அப்போ�ோது மே�ற்கூறிய கருத்தின்படி  செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் வர்க்கம் 3 × 2 = 6; செெங்குத்துக் 
கோ�ோட்டின் நீளம் 6  செென்டிமீட்டர்.

இவ்வாாறு எந்த எண்ணினுடைையும் வர்க்க மூலத்தைை நீளமாாகக் கொ�ொண்ட கோ�ோடு வரைையலாாமல்லவாா.

5  செென்டிமீட்டர் நீளம் உள்ள கோ�ோடு வரைைவது எவ்வாாறு ?

6  செென்டிமீட்டர் நீளம் உள்ள கோ�ோட்டைை வே�றொ�ொரு முறைையில் வரைையலாாமாா ?

பரப்பளவுகள்
வட்டத்தின் இரண்டு நாாண்கள் ஒன்றுக்கொ�ொன்று வெ�ட்டிக் கிடைைக்கின்ற பாாகங்களின் பெெருக்கற் 
பலனை�க் குறித்தல்லவாா கூறி வருகிறோ�ோம். நீளங்களின் பெெருக்கற்பலனை�ப் பரப்பளவாாகக் 
கூறலாாமல்லவாா. அப்போ�ோது இந்தக் கருத்தைை வடிவியல் முறைையில் இவ்வாாறு கூறலாாம்:

ஒரு வட்டத்தின் இரண்டு நாாண்கள் வட்டத்திற்குள் வெ�ட்டிச் செெல்லும் போ�ோது, இரண்டு 
நாாண்களுடைையவும் பாாகங்கள் பக்கங்களாான செெவ்வகங்களுக்கு ஒரேே பரப்பளவாாகும்.

ஒரு செெவ்வகத்தின் பரப்பளவு மாாறாாமலே� ஏதேேனும் ஒரு பக்கத்தைை மட்டும் மாாற்றி வரைைவதற்கு 
இந்தக் கருத்தைைப் பயன்படுத்தலாாம். எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தச் செெவ்வகத்தைைப் பாார்க்கவும்:

இதன் பரப்பளவு மாாறாாமல் ஒரு பக்கம் 3 செென்டிமீட்டராாக வரைைய வே�ண்டும்.

செெவ்வகத்தின் பரப்பளவு 5 × 2 = 10 சதுர செென்டிமீட்டர் அல்லவாா. ஒரு பக்கம் 3 செென்டிமீட்டர் ஆக 
வே�ண்டுமாானாால், மற்ற பக்கம் 

3

10
3
3

1=  செென்டிமீட்டர் ஆக வே�ண்டும். இதனை� அளவுகோ�ோலாால் 
துல்லியமாாக அளந்தெெடுக்க முடியாாதல்லவாா.
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இப்போ�ோது கூறியக் கருத்தைை எவ்வாாறு பயன்படுத்தலாாம் ?

ஒரு வட்டத்தினுள் ஒன்றுக்கொ�ொன்று வெ�ட்டிச் செெல்கின்ற இரண்டு நாாண்களைை இவ்வாாறு கற்பனை� 
செெய்து பாார்க்கவும். ஒரு நாாணின் பாாகங்கள் 5 செென்டிமீட்டரும் 2 செென்டிமீட்டரும் மற்ற நாாணின் 
ஒரு பாாகம் 3 செென்டிமீட்டருமாானாால், மீதமுள்ள பாாகம் எத்தனை� செென்டி மீட்டர் ஆகும் ?

மீதமுள்ள இந்தப் பாாகத்தைை 3 ஆல் பெெருக்கினாால் 2 × 5 = 10 ஆகவே�ண்டுமல்லவாா ?

அப்போ�ோது இதுவே� நமக்குத் தேேவைையாான 3
3

1  செென்டிமீட்டர் நீளமுள்ள கோ�ோடு, 

இனி இதனை� எவ்வாாறு வரைையலாாம் ?

முதலில் செெவ்வகத்தின் அடிப்பக்கத்தைை 2 செென்டிமீட்டர் இடது பக்கமும், இடது பக்கத்தைை 3 
செென்டிமீட்டர் கீழே�யும் நீட்டி வரைையலாாம்:

இனி இடது, வலது மற்றும் கீழே�யுள்ள புள்ளிகளின் வழியாாக வட்டம் வரைைந்து செெவ்வகத்தின் 
இடது பக்கத்தைை நீட்டி அதில் இணை�த்தாால் போ�ோதுமல்லவாா.  மூன்று புள்ளிகளின் வழியாாக ஒரு 
வட்டம் வரைைவது எவ்வாாறெ�ன எட்டாாம் வகுப்பில் வட்டங்கள் என்ற பாாடத்தில் சுற்றுவட்டம் என்ற 
பகுதியில் பாார்த்திருக்கிறோ�ோம் அல்லவாா):



214

X கணிதம் (Mathematics) பகுதி - II

இனி இவ்வாாறு கிடைைத்த நீளத்தைைக் கிடைைமட்டமாாக அடைையாாளப்படுத்தி நமக்குத் தேேவைையாான 
செெவ்வகத்தைை வரைையலாாம்

இவ்வாாறு வரைைவதற்கு முதல் செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளம் தெெரிய வே�ண்டுமெ�ன்றில்லைை. 
ஒரு பக்கத்தில் எவ்வளவு கூட்ட வே�ண்டுமெ�ன்றோ�ோ, குறைைக்க வே�ண்டுமெ�ன்றோ�ோ மட்டும் தெெரிந்தாால் 
போ�ோதும். 

ஒரு செெவ்வகத்தின் அதேே பரப்பளவுள்ள சதுரம் வரைைப்பதற்கு, இதேே கருத்தின் துணை�க் கருத்தாான 
விட்டத்தின் பாாகங்களுக்கும் செெங்குத்து நாாணிற்கும் இடைையே�யுள்ள தொ�ொடர்பைைப் பயன்படுத்தலாாம்.

எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தச் செெவ்வகத்தைைப் பாார்க்கவும்:
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இதேே பரப்பளவுள்ள சதுரம் வரைைவதற்கு, முதலில் செெவ்வகத்தின் கீழே� உள்ள பக்கத்துடன் அதன் 
உயரத்தைையும் சேேர்த்து நீட்டி வரைையவும்:

இனிக் கீழே�யுள்ள கோ�ோட்டைை விட்டமாாக்கி ஒரு அரைைவட்டத்தைைக் கீழே� வரைையவும். செெவ்வகத்தின் 
வலது பக்கத்தைைக் கீழே� நீட்டி, அரைைவட்டத்தில் இணை�க்கவும்:

இந்தக் கோ�ோடு சதுரத்தின் பக்கம் ஆகும். (காாரணம் ?).

இதிலும் முதல் செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளம் தெெரியவே�ண்டுமெ�ன்பதில்லைை எனக் கவனிக்கவும்.

இனிக் குறிப்பிட்ட பரப்பளவுள்ள சதுரம் வரைையவும் இந்த முறைையைைப் பயன்படுத்தலாாம். 
எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தக் கருத்தைைப் பயன்படுத்தி 6  செென்டிமீட்டர் நீளமுள்ள கோ�ோடு வரைைவது 
எவ்வாாறு என முன்பாாகத்தில் பாார்த்தோ�ோமல்லவாா, இந்த நீளத்தைைப் பக்கமாாகவும் 6 சதுரசெென்டிமீட்டர் 
பரப்பளவுள்ள சதுரமும் வரைையலாாம்:
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(1)	 5 செென்டிமீட்டர் நீளம், 4 செென்டிமீட்டர் உயரம் உள்ள செெவ்வகம் வரைையவும்.
	 (i)	 இதேே பரப்பளவும், நீளம் 6 செென்டிமீட்டருமாான செெவ்வகம் வரைையவும்.

	 (ii) 	இதேே பரப்பளவுள்ள சதுரம் வரைையவும்.

(2) 	 15 சதுரசெென்டிமீட்டர் பரப்பளவுள்ள சதுரம் வரைையவும்.

(3) 	மூன்று வே�றுபட்ட முறைைகளில் 5 சதுரசெென்டிமீட்டர் பரப்பளவுள்ள சதுரம் வரைையவும் 

(பிதாாகரஸ் தேேற்றத்தைை நினை�வு கூரவும்).

ஒரு வட்டம் வரைைந்து வட்டத்தின் மீது A என்ற 
ஒரு புள்ளியும் வட்டத்தின் உள்ளே� P என்ற 
ஒரு புள்ளியைையும் அடைையாாளப்படுத்தவும். Line  

ஐப் பயன்படுத்தி AP என்ற கோ�ோடு வரைையவும். இந்தக் 
கோ�ோடு வட்டத்துடன் சந்திக்கும் புதிய புள்ளி B என 
அடைையாாளப்படுத்தவும். இனிக் கோ�ோட்டைை மறைைத்து 
வைைக்கலாாம். AB என்ற நாாண் வரைையவும். PA × PB 

காாண்க. A இன் இடத்தைை வட்டத்தின் வழியாாக மாாற்றிப் 
பாார்க்கவும். PA × PB மாாறுகிறதாா? P இன் இடத்தைை 
மாாற்றினாால்? P என்ற புள்ளி மைையத்திலிருந்து அகன்று 
செெல்லும் போ�ோது PA ×  PB க்கு என்ன நிகழ்கின்றது. P 

வட்டத்தின் மீது ஆகும் போ�ோது? வட்டத்திற்கு வெ�ளியே� 
ஆனதாால்? 

வட்டமும் புள்ளியும்
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

வட்டத்தின் உள்ளே� ஒரு புள்ளியின் வழியாாகப் பல நாாண்கள் கடந்து செெல்கின்றன. இவற்றைையெ�ல்லாாம், 
இந்தப் புள்ளி இரண்டு பாாகங்கள் ஆக்குகின்றதல்லவாா. நாாம் இப்போ�ோது பயன்படுத்துகின்ற பொ�ொதுக் 
கருத்தின்படி, இந்தப் பாாகங்களின் எல்லாாம் பெெருக்கற்பலன் ஒரேே எண் ஆகும்.

இந்த எண்ணை�க் கணக்கிட இந்தப் புள்ளியின் வழியாாக உள்ள விட்டம் வரைையலாாம். அதுவும் 
புள்ளியின் வழியாாக உள்ள ஒரு நாாண் ஆனதாால், புள்ளி விட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற பாாகங்களின் 
பெெருக்கற்பலனும் இந்த எண்ணே� ஆகும்.

வட்டத்தின் ஆரம் r எனவும், வட்ட மைையத்திலிருந்து புள்ளிக்கு உள்ள தூரம் d எனவும் எடுத்தாால், 
விட்டத்தின் பாாகங்களின் நீளத்தைை இவ்வாாறு அடைையாாளப்படுத்தலாாம்:
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அப்போ�ோது பாாகங்களின் பெெருக்கற்பலன்

(r + d) (r − d) = r2 − d2

புள்ளியின் வழியாாக வரைையப்படுகின்ற எந்த நாாணினுடைையவும் பாாகங்களின் பெெருக்கற்பலன் ஒரேே 
எண் எனப் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா. அப்போ�ோது இவ்வாாறாான அனை�த்து நாாண்களின் பாாகங்களின் 
பெெருக்கற்பலன் r2 − d2 ஆகும்.

PX × PY = r2 − d2

அதாாவது

ஆரம் r ஆன வட்டத்தின் உள்ளே�, வட்ட மைையத்திலிருந்து d தூரத்தில் உள்ள ஒரு புள்ளி P 

யின் வழியாாகக் கடந்து செெல்கின்ற XY என்ற எந்த நாாணை� எடுத்தாாலும்

PX × PY = r2 − d2

வடிவியல் முறைையில், r2 − d2 என்பது, P யின் வழியாாக உள்ள விட்டத்திற்குச் செெங்குத்தாாக 
வரைைகின்ற நாாணின் பாாதியின் வர்க்கம் ஆகும்.

மே�ற்கூறிய கருத்தில், P வட்டத்தின் உள்ளே� ஒரு புள்ளியும் X, Y என்பவைை P யின் வழியாாக 
உள்ள ஒரு கோ�ோடு வட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற புள்ளிகளும் அல்லவாா; PX, PY இவைை P யிலிருந்து 
இந்தப் புள்ளிகளுக்குள்ள தூரம்.

வட்டத்திற்கு வெ�ளியே�, P என்ற புள்ளியைை எடுத்து வட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற கோ�ோடுகள் வரைைந்தாால் ?
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இவ்வாாறாான கோ�ோடுகளில், P யிலிருந்து வட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற புள்ளிகளுக்கு உள்ள தூரங்களின் 
பெெருக்கற்பலன் ஒரேே எண் ஆகுமாா ?

இவ்வாாறாான இரண்டு கோ�ோடுகளைை எடுத்துப் பரிசோ�ோதனை� செெய்யலாாம்:

படத்தில் PA × PB உம் PC × PD உம் ஒரேே எண்தாானாா எனப் பரிசோ�ோதனை� செெய்ய வே�ண்டும். அதைைப் 
பரிசோ�ோதனை� செெய்ய கீழே� காாண்பது போ�ோல கோ�ோடுகள் வரைைந்து, முக்கோ�ோணங்கள் உருவாாக்கலாாம். 

PA, PB என்ற நீளங்கள் a, b எனவும் PC, PD என்ற நீளங்கள் c, d எனவும் எடுக்கலாாம்:

PAD, PCB என்ற முக்கோ�ோணங்களுக்கு P யில் ஒரேே கோ�ோணம் ஆகும்; B யிலும் D யிலும் கோ�ோணங்கள் 
சமம் ஆகும் (எதனாால் ?).



219

Xவட்டங்களும் கோ�ோடுகளும்

அதாாவது இந்த முக்கோ�ோணங்களுக்கு ஒரேே கோ�ோணங்கள் ஆகும். அதனாால் சமமாான கோ�ோணங்களுக்கு 
எதிரேே உள்ள பக்கங்களின் நீளம் ஒரேே வீதத்தில் மாாறுகின்றன.

முக்கோ�ோணங்களில் B யிலும் D யிலும் உள்ள கோ�ோணங்களின் எதிர்ப்பக்கங்களின் நீளம் c யும் 
a யும்.

C யிலும் A யிலும் உள்ள கோ�ோணங்களின் எதிர்ப் பக்கங்களின் நீளம் b யும் d யும்.

இவற்றின் மாாற்றங்கள் ஒரேே வீதத்தில் ஆகும். இந்த வீதத்தைை k என எடுத்தாால்
c = ka

b = kd

இதிலிருந்து வட்டத்தின் உள்ளே� உள்ள புள்ளியில் கணக்கீடு செெய்தது போ�ோல

ab = cd

எனக் கிடைைக்கும் (செெய்து பாார்க்கவும்).

அதாாவது

PA × PB = PC × PD

அப்போ�ோது என்ன கிடைைத்தது ?

வட்டத்தின் வெ�ளியே� ஒரு புள்ளியின் வழியாாக வட்டத்தைை இரண்டு புள்ளிகளில் வெ�ட்டுகின்ற 
எல்லாாக் கோ�ோடுகளிலும், இந்தப் புள்ளியிலிருந்து வட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற புள்ளிகளுக்கு 
உள்ள தூரங்களின் பெெருக்கற்பலன் ஒரேே எண் ஆகும்.

இந்த எண்ணை� வட்டத்தின் ஆரத்தைையும் வட்ட மைையத்திலிருந்து புள்ளிக்குள்ள தூரத்தைையும் 
பயன்படுத்திக் கணக்கீடு செெய்ய முடியுமாா ?

வட்டத்தின் ஆரம் r எனவும், மைையத்திலிருந்து புள்ளிக்கு உள்ள தூரம் d எனவும் எடுக்கலாாம். 
வட்ட மைையத்தைையும் புள்ளியைையும் இணை�க்கின்ற கோ�ோட்டைையே� எடுத்து தூரங்களின் பெெருக்கற் 
பலனை�க் கணக்கிடலாாம்:

அப்போ�ோது வெ�ளியே� உள்ள புள்ளியிலிருந்து வட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற புள்ளிகளுக்கு உள்ள தூரங்கள் 
d − r உம் d + r எனக் காாணலாாமல்லவாா. அவற்றின் பெெருக்கற்பலன்

(d + r)(d − r) = d2 − r2
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ஒரு வட்டம் வரைைந்து வட்டத்திற்கு 
வெ�ளியே� ஒரு புள்ளி P ஐ 
அடைையாாளப்படுத்தவும். P யிலிருந்து 

வட்டத்திற்குத் தொ�ொடுகோ�ோடு வரைைந்து வட்டத்தைைத் 
தொ�ொடுகின்ற புள்ளி T ஐ அடைையாாளப்படுத்தவும். 
வட்டத்தின் ஒரு புள்ளி Y ஐ அடைையாாளப்படுத்தி, 

PY என்ற கோ�ோடு வரைையவும். இந்தக் கோ�ோடு 
வட்டத்துடன் சந்திக்கும் புதிய புள்ளி X ஐ 
அடைையாாளப்படுத்தவும். PT2 (Input PT∧2)  
PX × PY இவற்றைைக் கணக்கிட்டு ஒப்பீடு 
செெய்யவும். P யின் இடத்தைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும்.

இந்தப் புள்ளியின் வழியாாக வரைைகின்ற எந்தக் கோ�ோட்டைை எடுத்தாாலும் கோ�ோடு வட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற 
புள்ளிக்கு உள்ள தூரங்களின் பெெருக்கற்பலன் இதுவே� ஆகுமல்லவாா:

PX × PY = d2 − r2

ஆரம் r ஆன வட்டத்தின் வெ�ளியே�, வட்டமைையத்திலிருந்து d தூரத்திலுள்ள P என்ற புள்ளியின் 
வழியாாகக் கடந்து செெல்கின்ற ஒரு கோ�ோடு வட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற புள்ளிகள் X உம் Y உம் எனில்

PX × PY = d2 − r2

P ஐ வட்டத்தின் உள்ளே� எடுப்பதெெனில் PX × PY என்ற பெெருக்கற்பலனை� P யின் வழியாாக உள்ள 
ஒரு குறிப்பிட்ட நாாணின் பாாதியின் வர்க்கம் என்று வடிவியல் முறைையில் கூறலாாமல்லவாா.

P வட்டத்திற்கு வெ�ளியே� எனில், இவ்வாாறு வடிவியலாாகக் கூற முடியுமாா ? 

அதற்கு P யிலிருந்து வட்டத்திற்கு உள்ள தொ�ொடுகோ�ோட்டைை வரைைந்து, அது வட்டத்தைைத் தொ�ொடுகின்ற 
புள்ளி T என அடைையாாளப்படுத்தவும். இனி P யும் T யும் வட்டத்தின் மைையத்துடன் இணை�த்தாால் 
ஒரு முக்கோ�ோணம் கிடைைக்கும்:

இது ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணமாானதாால் (எதனாால் ?)

d2 − r2 = PT2

அப்போ�ோது

ஒரு வட்டத்தின் வெ�ளியே� உள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து வட்டத்தைை இரண்டு புள்ளிகளில் வெ�ட்டுகின்ற 
எந்தக் கோ�ோட்டைை வரைைந்தாாலும், இந்தப் புள்ளியிலிருந்து வெ�ட்டுகின்ற புள்ளிகளுக்கு இடைையே� 
உள்ள தூரங்களின் பெெருக்கற்பலன், புள்ளியிலிருந்துள்ள தொ�ொடுகோ�ோட்டின் நீளத்தின் வர்க்கமாாகும்.
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மாாறாாத தொ�ொடர்பு
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

இதில் PA × PB = PC × PD எனத் தெெரியுமல்லவாா.

கீழே�யுள்ள கோ�ோடு சுழன்று தொ�ொடுகோ�ோடாானாால்?

PD என்பது PC யே� ஆகும் முன்பு பாார்த்த தொ�ொடர்பு 

PA × PB = PC2 எனவாாகும்.

மே�லே� உள்ள கோ�ோடும் தொ�ொடுகோ�ோடு ஆனாால்?

இந்தத் தொ�ொடர்பு PA2 = PC2 அல்லது PA = PC 
எனவாாகும்.

ஒரு புள்ளியிலிருந்துள்ள தொ�ொடுகோ�ோடுகளுக்கு ஒரேே 
நீளம் என முன்பேே பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா.

PX × PY = PT2

இனி வட்டத்தின் உள்ளே�யோ�ோ வெ�ளியே�யோ�ோ உள்ள 
புள்ளியின் வழியாாக வரைைகின்ற கோ�ோடுகளைைக் 
குறித்துள்ள கருத்துக்களைை ஒப்பிட்டுப் பாார்க்கலாாம்.

ஆரம் r ஆன வட்டத்தின் உள்ளே� மைையத்திலிருந்து 

d தூரத்தில் புள்ளியைை எடுக்க வே�ண்டுமெ�னில், 

d என்ற தூரம் ஆரம் r ஐவிடச் சிறியதாாக இருக்க 
வே�ண்டுமல்லவாா. அப்போ�ோது P யின் வழியாாக உள்ள 
கோ�ோடுகள் வட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற புள்ளிகளுக்கு 
உள்ள தூரங்களின் பெெருக்கற்பலன் r2 − d2. புள்ளி 
வெ�ளியே� ஆகவே�ண்டுமெ�னில் d என்ற தூரம் 

r ஐ விடப் பெெரியதாாக வே�ண்டும். மே�ற்கூறிய 
பெெருக்கற்பலன் d2 − r2.

புள்ளி வட்டத்தின் உள்ளே� ஆனாாலும் வெ�ளியே� 
ஆனாாலும் r2, d2 இவற்றில் பெெரியதிலிருந்து 
சிறியதைைக் கழிக்க வே�ண்டும். அதாாவது இரண்டிலும் 
எடுக்கப்படுவது r2 − d2 ன் மட்டளவு ஆகும் (ஒன்பதாாம் 
வகுப்பில் மெ�ய்யெ�ண்கள் என்ற பாாடத்தில் தூரங்கள் 
என்ற பகுதி). 

அப்போ�ோது பொ�ொதுவாாக இவ்வாாறு கூறலாாம்:

ஆரம் r ஆன வட்டத்தின் உள்ளே�யோ�ோ, வெ�ளியே�யோ�ோ வட்டமைையத்திலிருந்து d தூரத்திலுள்ள P 

என்ற புள்ளியின் வழியாாகக் கடந்து செெல்கின்ற ஒரு கோ�ோடு வட்டத்தைை வெ�ட்டுகின்ற புள்ளிகள் 

X உம் Y உம் எனில்

PX × PY = r d2 2−
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(1) 	படத்தில் வட்டமைையத்திலிருந்துள்ள ஒரு கோ�ோடு ஒரு நாாணை� இரண்டாாகப் 

பிரிக்கின்றது.

	 வட்டத்தின் ஆரம் எவ்வளவு ?

(2) 	படத்தில் வட்டமைையத்திலிருந்துள்ள ஒரு கோ�ோடு, ஒரு நாாணுடன் சந்திக்கிறது.

	 நாாணின் இரண்டு பாாகங்களின் நீளத்தைையும் கணக்கிடுக.

(3)	 படத்தில் AB வட்டத்தின் விட்டமும், P அதைை நீட்டியதில் ஒரு புள்ளியும் ஆகும். P 

யிலிருந்துள்ள தொ�ொடுகோ�ோடு வட்டத்தைை Q வில் தொ�ொடுகிறது.
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	 வட்டத்தின் ஆரம் எவ்வளவாாகும் ?

(4) 	கீழே�யுள்ள படங்களில் முதல் படத்தில், ஒரு வட்டத்தில் இரண்டு புள்ளிகளைை இணை�த்துக் 
கோ�ோட்டைை வெ�ளியே� நீட்டி அங்கிருந்து வட்டத்திற்குத் தொ�ொடுகோ�ோடு வரைையப்பட்டுள்ளது.

	 இதேே கோ�ோட்டைைச் சிறிது வலதுபக்கம் நீட்டிய இடத்திலிருந்து வரைைகின்ற தொ�ொடுகோ�ோடேே 
இரண்டாாவது படத்தில்;
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	 இந்தத் தொ�ொடுகோ�ோட்டின் நீளம் எவ்வளவு ?

(5) 	படத்தில் இரண்டு வட்டங்கள் வெ�ட்டிச் செெல்கின்ற புள்ளிகள் இணை�க்கின்ற 
கோ�ோட்டின் ஒரு புள்ளியிலிருந்து இரண்டு வட்டங்களுக்கும் ஒவ்வொ�ொரு தொ�ொடுகோ�ோடுகள் 
வரைையப்பட்டுள்ளன.

	 இந்தத் தொ�ொடுகோ�ோடுகளுக்கு ஒரேே நீளம் என நிறுவுக.
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இணை�கரங்கள்
புள்ளிகளைை எண் ஜோ�ோடிகளாால் குறிப்பிடுகின்ற முறைையைைக் குறிகாாட்டி எண்கள் என்ற பாாடத்தில் 
பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா. அதைைப் பயன்படுத்திச் சில கணக்குகளைையும் செெய்தோ�ோம்.

எடுத்துக்காாட்டாாகப் பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு இணை�யாான ஒரு செெவ்வகத்திலுள்ள ஒரு ஜோ�ோடி 
எதிர் உச்சிகள் (3, 2) உம் (8, 6) உம் எனில், அதன் மற்ற இரண்டு உச்சிகளைைக் கணக்கிடலாாம்:

இந்தச் செெவ்வகத்தின் பக்கங்களின் நீளத்தைையும் கணக்கிடலாாம்:

1111 வடிவியலும் 
இயற்கணிதமும்
வடிவியலும் 
இயற்கணிதமும்
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இதைை வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறலாாம்.

(3, 2) என்ற புள்ளியிலிருந்து (8, 6) என்ற புள்ளியைை அடைையும்போ�ோது, குறிகாாட்டி எண்களில் ஏற்பட்ட 
மாாற்றங்கள் எவைை ?

	 •	 x-குறிகாாட்டி எண் 8 − 3 = 5 அதிகரிக்கிறது.

	 •	 y-குறிகாாட்டி எண் 6 − 2 = 4 அதிகரிக்கிறது.

இந்த மாாற்றங்களைை ஒவ்வொ�ொன்றாாகச் செெய்தாால் ?

ஒரு புள்ளியிலிருந்து வே�றொ�ொரு புள்ளிக்கு நகரும்போ�ோது குறிகாாட்டி எண்களில் ஏற்படுகின்ற 
இத்தகைைய மாாற்றத்தைைச் செெங்குத்துப் பக்கங்கள் அச்சுகளுக்கு இணை�யாான ஒரு செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களாாகக் காாணலாாம்.

இனி இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:
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A(0, 0) என்ற புள்ளியும் B, C 

என இவ்வாாறு வே�று இரண்டு 
புள்ளிகளைையும் அடைையாாளப்படுத்தவும். Input 
Bar இல் (x(B) + x (C), y(B) + y (C)) என 
அளித்தாால் D என்ற ஒரு புள்ளி கிடைைக்கும். 

ABDC என்ற நாாற்கரம் வரைையவும். இது 
ஓர் இணை�கரம் அல்லவாா? B, C என்ற 
புள்ளிகளின் இடத்தைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும்.

மூன்று புள்ளிகள் உச்சிகளாான ஒரு இணை�கரம் வரைையப்பட்டுள்ளது.

இதன் நாான்காாவது உச்சியின் குறிகாாட்டி எண்கள் எவைை ?

அதற்குக் கீழே� உள்ள பக்கத்தின் இடது உச்சியிலிருந்து வலது உச்சிக்கு நகரும்போ�ோது குறிகாாட்டி 
எண்களில் ஏற்படும் மாாற்றத்தைைப் பாார்க்கலாாம்.

	 • 	 x-குறிகாாட்டி எண் 6 − 3 = 3 அதிகரிக்கிறது.

	 • 	 y-குறிகாாட்டி எண் 3 − 2 = 1 அதிகரிக்கிறது.

முன்பு கூறியது போ�ோல , ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணம் 
வரைைந்து இந்த மாாற்றங்களைைக் காாண்பிக்கலாாம்:

மே�லே� உள்ள பக்கத்தில் வலது உச்சியின் குறிகாாட்டி 
எண்களைைக் கணக்கிட வே�ண்டும். அதற்கு, இடது உச்சியின் 
குறிகாாட்டி எண்களில் ஏற்படும் மாாற்றத்தைைத் தெெரிந்தாால் போ�ோதும். 
அதைைக் கணக்கிட கீழே� உள்ள கோ�ோட்டில் உள்ளது போ�ோல் ஒரு 
முக்கோ�ோணத்தைை மே�லே�யும் வரைையலாாம்:
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ஒரு முக்கோ�ோணம் ABC வரைைந்து 
அதன் உச்சிகளின் குறிகாாட்டி 

எண்களைை அடைையாாளப்படுத்தவும். Move 
டூலைைப் பயன்படுத்தி முக்கோ�ோணத்தைை 
வலது பக்கமாாக 3 தூரம் நகர்த்திப் பாார்க்கவும். 
உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களுக்கு 
என்ன நிகழ்கிறது? இவ்வாாறு கிடைைத்த 
முக்கோ�ோணத்தைை மே�ல்நோ�ோக்கி 2 அகலம் 
நகர்த்தவும். குறிகாாட்டி எண்களுக்கு என்ன 
நிகழ்கிறது? முதல் முக்கோ�ோணத்தினுடைைய 
இறுதியாாகக் கிடைைத்த முக்கோ�ோணத்தினுடைைய 
உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களுக்கு இடைையே� 
உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன? முக்கோ�ோணத்திற்குப் 
பதிலாாக ஓர் இணை�கரம் வரைைந்து இதைைச் 
செெய்து பாார்க்கவும்.

இந்த முக்கோ�ோணத்தின் செெங்குத்துப் பக்கங்களின் 
நீளமே� குறிகாாட்டி எண்களில் ஏற்படும் மாாற்றங்கள். 
அவற்றைை எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம் ?

இந்த முக்கோ�ோணம் பாார்ப்பதற்குக் கீழே� உள்ள 
முக்கோ�ோணத்திற்குச் சமமாானது எனத் தோ�ோன்றுகிறதல்லவாா. 
அது சரியாா என எவ்வாாறு பரிசோ�ோதிக்கலாாம் ?

கீழே�யும் மே�லே�யும் உள்ள செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணங்களின் 
கர்ணங்கள் ஒர் இணை�கரத்தின் எதிர்பக்கங்கள் ஆகும். 
அதனாால் அவற்றிற்கு ஒரேே நீளம் ஆகும்.

முக்கோ�ோணத்தின் கோ�ோணங்கள்? கீழே� உள்ள 
முக்கோ�ோணத்தின் இடது உச்சியிலுள்ள கோ�ோணத்தைை 
இரண்டு கோ�ோணங்களின் வித்தியாாசமாாகக் காாணலாாம் 
அல்லவாா:

மே�லே� உள்ள முக்கோ�ோணத்தின் இடது கோ�ோணத்தைையும் இதைைப் போ�ோன்று இரண்டு கோ�ோணங்களின் 
வித்தியாாசமாாகக் காாணலாாம்:
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ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் வரைைந்த ஒரு 
வடிவத்தைைத் தேேவைைக்கு ஏற்ப 

நீக்குவதற்கு Translate by Vector டூலைைப் 
பயன்படுத்தலாாம். ஓர் இணை�கரம் வரைைந்து 
அதனை� வலதுபக்கம் 3 உம் மே�ல்நோ�ோக்கி 
2 உம் நகர்த்த வே�ண்டும் என்றிருக்கட்டும் 
இதற்காாக (0, 0), (3, 2) என்ற புள்ளிகளைை 
அடைையாாளப்படுத்தவும் . Translate by 
Vector டூலைைப்  பயன்படுத்தி முதலில் 
இணை�கரத்திலும் பின்பு (0, 0), (3, 2)  என்ற 
புள்ளிகளிலும் முறைையே� கிளிக் செெய்யவும். 
இணை�கரத்தின் உச்சிகளின் குறிகாாட்டி 
எண்களில் ஏற்படும் மாாற்றம் என்ன? (3, 2) 
க்குப் பதிலாாக வே�றொ�ொரு புள்ளியைை எடுத்துப் 
பாார்க்கவும்.

இவ்வாாறு மே�லே�யும் கீழே�யும் கழிக்கின்ற கோ�ோணங்கள் ஒவ்வொ�ொன்றைையும் பாார்க்கவும்:

இவற்றில் முதல் கோ�ோணங்கள், இடது பக்க பச்சைைக் கோ�ோடு சிவப்பு இணை�கோ�ோடுகளைை வெ�ட்டும் 
போ�ோது உருவாாகும் இரண்டு சிறிய கோ�ோணங்கள் ஆகும். அதனாால் அவைை சமமாாகும். இரண்டாாவது 
கோ�ோணங்கள் இந்தக் கோ�ோடு மே�லே�யும், கீழே�யும் உள்ள பச்சைை இணை�கோ�ோடுகளைை வெ�ட்டும் போ�ோது 
உருவாாகும் இரண்டு சிறிய கோ�ோணங்கள் ஆகும். அதனாால் அவைையும் சமமாாகும்.(ஏழாாம் வகுப்பில் 
இணை�கோ�ோடுகள் என்ற பாாடத்தில் கோ�ோணப் பொ�ொருத்தங்கள் என்ற பகுதி).

அப்போ�ோது இந்தக் கோ�ோணங்களின் வித்தியாாசங்களும் சமம் அல்லவாா. அதாாவது நமது செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணங்களில் கீழே� உள்ள கோ�ோணங்கள் சமம் ஆகும். அதனாால் மூன்றாாவது கோ�ோணங்களும் 
சமம் ஆகும். கர்ணமும் அதன் இரு பக்கங்களிலும் உள்ள கோ�ோணங்களும் சமமாானதாால் 
முக்கோ�ோணத்தின் பிற பக்கங்களுக்கும் ஒரேே நீளமாாகும். 
(எட்டாாம் வகுப்பில் சம முக்கோ�ோணங்கள் என்ற பாாடத்தில் 
இரண்டு கோ�ோணங்கள் என்ற பகுதி).

அப்போ�ோது மே�லே�யுள்ள செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் 
செெங்குத்துப் பக்கங்களின் நீளத்தைையும் இவ்வாாறு 
அடைையாாளப்படுத்தவும்.

இனி இணை�கரத்தின் நாான்காாவது உச்சியின் குறிகாாட்டி 
எண்களைைக் கணக்கிடலாாமல்லவாா:

	 •	 x-குறிகாாட்டி எண் 4 + 3 = 7

	 • 	 y-குறிகாாட்டி எண் 5 + 1 = 6
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A, B, C என்றிவ்வாாறு மூன்று 
புள்ளிகளைை அடைையாாளப்படுத்தவும்.

(x(B) + x(C) − x(A), y(B) + y(C) − y(A)) என 
Input Bar இல் அளித்தாால் D என்ற புள்ளி 
கிடைைக்கும். ABDC ஓர் இணை�கரம் ஆகுமாா? 
எதனாால்? புள்ளிகளின் இடத்தைை மாாற்றிப் 
பாார்க்கவும்.

இந்தக் கணக்கில் முதலில் எடுத்த மூன்று புள்ளிகளைையே� உச்சிகளாாக எடுத்து வே�றொ�ொரு இணை�கரம் 
வரைையலாாம் அல்லவாா:

இந்த இணை�கரத்தின் நாான்காாவது உச்சியின் குறிகாாட்டி எண்கள் எவைை?

முன்பு செெய்தது போ�ோல, அச்சுகளுக்கு இணை�யாான செெங்குத்துப் பக்கங்கள் உள்ள முக்கோ�ோணங்களைை 
மே�லே�யும் கீழே�யும் வரைைந்து இதைைக் கண்டுபிடிக்கலாாம்:

இங்கு (4, 5) என்ற உச்சியிலிருந்து நாாம் தெெரிந்து கொ�ொள்ள வே�ண்டிய உச்சியைைச் செென்றடைைய கீழ் 
நோ�ோக்கி 1 இறங்கவும், இடது பக்கம் 3 நகரவும் வே�ண்டும்.

அதாாவது,

	 •	 y-குறிகாாட்டி எண் 1 குறைைக்க வே�ண்டும்.

	 •	 x-குறிகாாட்டி எண் 3 குறைைக்க வே�ண்டும்.

அப்போ�ோது நாான்காாவது உச்சியின் குறிகாாட்டி எண்கள் (1, 4):
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(1)	 படத்தில் இணை�கரங்களின் நாான்காாவது 
உச்சியின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் 
கணக்கிடவும்:

இணை�கர விசைை
ஒரு பொ�ொருளின் மீது விசைை செெலுத்தப்படும் 
போ�ோது இடம், வே�கம் என்பனவற்றில் 
ஏற்படும் மாாற்றம் விசைையின் அளவைை 
மட்டுமல்ல  அது செெலுத்தப்படும் திசைையைையும் 
சாார்ந்துள்ளது. ஒரு பொ�ொருளில் இரண்டு 
விசைைகளும் இரண்டு திசைைகளிலும் 
செெலுத்தும்போ�ோது உண்டாாகும் இதேே 
மாாற்றம், ஒரு நிலைையாான திசைையில் 
செெலுத்தும்போ�ோதும் உருவாாக்க இயலும். 

இந்த விசைையைைக் கண்டுபிடிக்க 
சோ�ோதனை�களின் மூலம் கண்டறிந்த ஒரு 
வழிமுறைை உள்ளது. ஒரு புள்ளியிலிருந்து 
முதல் இரண்டு விசைைகளின் அளவுகளுக்கு 
விகிதசமமாான நீளமுள்ள கோ�ோடுகளைை (ஒரு 
நியூட்டன் விசைைக்கு ஒரு செென்டிமீட்டர் 
என்று) அவைை செெலுத்தப்படும் திசைைக்கு 
ஏற்ப வரைையவும்.

இனி இவற்றைை அடுத்தடுத்த பக்கங்களாாகக் 
கொ�ொண்ட இணை�கரம் வரைையவும்.

இந்த இணை�கரத்தின் மூலைைவிட்டத்தின் 
திசைையிலாாகும். இந்த இரண்டு 
விசைைகளுக்குப் பதில் ஒரு விசைை, அதன் 
அளவு, முதலில் எடுத்த அளவு வீதத்தின் படி 
மூலைைவிட்டத்தின் நீளத்திற்கு விகிதத்தில் 
ஆகும்.

விசைைகளின் இணை�கர விதி 

(parallelogram law of forces) என இது 
அறியப்படுகிறது.

இதேே மூன்று புள்ளிகளைை உச்சிகளாாகக் கொ�ொண்ட மூன்றாாவது ஒரு இணை�கரத்தைையும் 
வரைையலாாமல்லவாா.

இந்த இணை�கரத்தின் நாான்காாவது உச்சியின் குறிகாாட்டி 
எண்களைைக் கணக்கிடலாாமாா ?
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(2) 	படத்தில் பெெரிய முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்கள், சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் பக்கங்களுக்கு 
இணை�யாாகும்:

	 பெெரிய முக்கோ�ோணத்தின் எல்லாா உச்சிகளினுடைையவும் குறிகாாட்டி எண்களைைக் 
கணக்கிடவும்.

(3) 	 (x1, y1), (x2, y2) என்ற புள்ளிகளைை ஆதி புள்ளியுடன் இணை�க்கும் கோ�ோடுகளைை அடுத்தடுத்த 
பக்கங்களாாகக் கொ�ொண்ட இணை�கரத்தின் நாான்காாவது உச்சியின் குறிகாாட்டி எண்கள் 
எவைை ?

(4)	 படத்தில் ஓர் இணை�கரத்தின் நாான்கு உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் 
அடைையாாளப்படுத்தப்பட்டுள்ளன:

	 குறிகாாட்டி எண்களுக்கிடைையே� கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ள தொ�ொடர்பு உள்ளன என நிறுவுக:

	 	 x1 + x3 = x2 + x4

	 	 y1 + y3 = y2 + y4
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மைையப்புள்ளி
நாாம் இதுவரைை செெய்த கணக்குகள் எல்லாாம், சில புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களிலிருந்து, இந்தப் 
புள்ளிகளுக்கு ஏதேேனும் முறைையில் வடிவியலுடன் தொ�ொடர்புடைைய வே�று சில புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி 
எண்களைைக் கண்டுபிடிப்பதற்காான பிரச்சினை�கள் ஆகும். இதைைப்போ�ோன்று வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் 
பாார்க்கலாாம்.

ஒரு கோ�ோட்டின் இரு முனை�களின் குறிகாாட்டி எண்கள் படத்தில் காாண்பிக்கப்பட்டுள்ளது.

இந்தக் கோ�ோட்டின் மைையப்புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கண்டுபிடிக்க வே�ண்டும்.

(2, 3) லிருந்து (8, 5) க்கு உள்ள தூரத்தின் பாாதி தூரத்தில் உள்ள புள்ளியைைக் கண்டுபிடிக்க 
வே�ண்டும். (2, 3) லிருந்து இந்த இடத்தைை அடைையும்போ�ோது, x-குறிகாாட்டி எண்ணிலும் y-குறிகாாட்டி 
எண்ணிலும் ஏற்படும் மாாற்றங்களைைக் கண்டுபிடித்தாால், மைையப்புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்கள் 
கிடைைக்கும்.

இவற்றைை a, b என எடுத்தாால் மைையப்புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்கள் (2 + a, 3 + b) என எழுதலாாம்:



234

X கணிதம் (Mathematics) பகுதி - II

(2, 3) என்ற புள்ளியிலிருந்து (8, 5) என்ற புள்ளியைைச் செென்றடைையும்போ�ோது குறிகாாட்டி எண்களில் 
ஏற்படும் மாாற்றங்களைை முக்கோ�ோணம் வரைைந்து காாண்பிக்கலாாம்:

இந்தப் படத்தில் பெெரிய செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்திற்கும், அதன் உள்ளே� உள்ள சிறிய செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணத்திற்கும் ஒரேே கோ�ோணங்கள் அல்லவாா. எவ்வாாறு? அதனாால் அவற்றின் பக்கங்களின் 
நீளம் மாாறுவது ஒரேே வீதத்தில் ஆகும்.

சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் கர்ணம், பெெரிய முக்கோ�ோணத்தின் கர்ணத்தின் பாாதியாாகும். அப்போ�ோது 
செெங்குத்துப் பக்கங்களும் பாாதியாாகும். அதாாவது, a b என்பன 3 உம் 1 உம் ஆகும். மைையப்புள்ளி 

(5, 4).

இனி கோ�ோடு இவ்வாாறு எனில்?

(3, 4) லிருந்து (7, 1) ஐ அடைையும் போ�ோது x-குறிகாாட்டி எண் 4 அதிகரிக்கவும், y-குறிகாாட்டி எண் 3 

குறைையவும் செெய்கிறது. அப்போ�ோது மைையப்புள்ளியைை அடைைவதற்கு x குறிகாாட்டி எண் 2  கூட்டவும், 

y-குறிகாாட்டி எண் 1
2

1   கழிக்கவும் வே�ண்டும்.
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அவ்வாாறு மைையப்புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்கள் ,5 2
2

1c m எனக் கணக்கிடலாாம்.

இனிப் பொ�ொதுவாாக இரண்டு புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் (x1, y1), (x2, y2) என எடுத்து 
மைையப்புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கணக்கிட்டுப் பாார்க்கலாாம்.

இவற்றின் இடங்கள் பல விதங்களில் ஆகலாாம். முதலில் இவ்வாாறு எடுக்கலாாம்:

மைையப்புள்ளியின் x-குறிகாாட்டி எண்
x1+ ( )x x

2

1
2 1
−  = ( )x x

2

1
1 2
+  

எனவும் y-குறிகாாட்டி எண்
y1+ ( )y y

2

1
2 1
−  = ( )y y

2

1
1 2
+  

எனவும் கிடைைத்தது அல்லவாா ?

புள்ளிகள் இவ்வாாறு எனில் ?
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மைையப்புள்ளியின் x-குறிகாாட்டி எண்

x1+ ( )x x
2

1
2 1
−  = ( )x x

2

1
1 2
+  

y-குறிகாாட்டி எண்

y1− ( )y y
2

1
1 2
−  = ( )y y

2

1
1 2
+  

(x1, y1), (x2, y2) என்ற புள்ளிகளின் இடங்களைை ஒன்றுக்கொ�ொன்று மாாற்றி வரைைந்து பாார்க்கவும். 
என்ன கிடைைத்தது ?

(x1, y1), (x2, y2) என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டின் மைையப்புள்ளி

,x x y y
2

1

2

1
1 2 1 2
+ +c _ `i jm

(1)	 (2,3), (6, 5) என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டினை� விட்டமாாகக் கொ�ொண்டு 
ஒரு வட்டம் வரைையப்பட்டுள்ளது. வட்டமைையத்தின் குறிகாாட்டி எண்கள் எவைை ?

(2)	 ஓர் இணை�கரத்தின் ஒரு ஜோ�ோடி எதிர் உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் (4, 5) உம் 
(1, 3) உம் ஆகும். அதன் மூலைைவிட்டங்கள் வெ�ட்டிச் செெல்லும் புள்ளியின் குறிகாாட்டி 
எண்களைைக் கணக்கிடுக. இரண்டாாவது மூலைைவிட்டத்தின் மைையப்புள்ளியின் 
குறிகாாட்டி எண்கள் எவைை ?

(3)	 A(1, 3), B(8, 6), C(12, 13), D(5, 10) என்பவற்றைை உச்சிகளாாக உடைைய ABCD 
என்ற நாாற்கரம் வரைையப்பட்டுள்ளது. இதில் ABCD இணை�கரம் என நிறுவுக. 

(4)	 குறிகாாட்டி (3, 5), (9, 13), (10, 6) என்ற எண்களைை உச்சிகளாாக உடைைய முக்கோ�ோணம் 
இருசமபக்க முக்கோ�ோணம் என  நிறுவுக. இந்த முக்கோ�ோணத்தின் பரப்பளவைைக் 
கணக்கிடவும்.

(5)	 ஒரு வட்டத்தின் மைையம் (1, 2) உம், அதில் உள்ள ஒரு புள்ளி (3, 5) உம் ஆகும். 
இப்புள்ளி வழியாாக உள்ள விட்டத்தின் மறுமுனை�யைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

(6)	 படத்தில் பெெரிய நாாற்கரத்தின் மைையப் புள்ளிகளைை இணை�த்து அதனுள் சிறிய 
நாாற்கரம் வரைையப்பட்டுள்ளது.

	 (i) 	 பெெரிய நாாற்கரத்தின் பிற மூன்று 
உச்சிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் 
கண்டுபிடிக்கவும். 

	 (ii) சிறிய நாாற்கரத்தின் நாான்காாவது 
உச்சியின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் 
கண்டுபிடிக்கவும்.

(7)	 குறிகாாட்டி எண்கள் (0, 0), (0, 4), (3, 0) என்ற புள்ளிகள் உச்சிகளாான முக்கோ�ோணத்தின் 
சுற்றுவட்ட மைையத்தின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

A, B என்ற புள்ளிகளைை 
இணை�க்கின்ற கோ�ோட்டின் 

மைையப்புள்ளி கிடைைக்க (A + B)/2 என Input 
Bar இல் கொ�ொடுத்தாால் போ�ோதும்.
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விகிதம்
இரண்டு புள்ளிகளைை இணை�க்கின்ற கோ�ோட்டின் மைையப்புள்ளி, கோ�ோட்டைை இரண்டு சம 
பாாகங்களாாக்குகிறது. கோ�ோட்டின் வே�று ஏதாாவது புள்ளியைை எடுத்தாால் அது கோ�ோட்டைை வே�றுபட்ட 
நீளமுள்ள பாாகங்களாாக்குகிறது. கோ�ோட்டின் இவ்வாாறாான புள்ளிகளின் இடத்தைைக் குறிப்பிட  
விகிதத்தைைப் பயன்படுத்தலாாம். ( எட்டாாம் வகுப்பில் விகிதம் என்ற பாாடத்தில் கோ�ோட்டின் பாாகங்கள் 
என்ற பகுதியைை நினை�வு கூரவும்).

எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தப் படங்களைைப் பாார்க்கவும்:

முதல் படத்தில், AP இன் நீளம் AB இன் 
3

1  பாாகமும், PB இன் நீளம் AB இன் மீதமுள்ள 
3

2  பாாகமும் 
ஆகும்.

இதனை� விகிதமாாகக் கூறுவது எவ்வாாறு ?

P என்ற புள்ளி, A உம் B உம் இணை�க்கின்ற கோ�ோட்டைை 1 : 2 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கின்றது. 
மாாறாாக இரண்டாாவது படத்தில், Q என்ற புள்ளி A, B இவைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டைை 2 : 3 என்ற 
விகிதத்தில் பிரிக்கின்றது எனக் கூறினாால் அதன் பொ�ொருள் என்ன ?

AQ வின் நீளம் AB இன் நீளத்தின் 
5

2  பாாகமாாகும் (QB இன் நீளம் AB இன் நீளத்தின் 
5

3 பாாகம்).

குறிப்பிட்ட விகிதத்தில் ஒரு கோ�ோட்டைைப் பிரிக்கும் புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கண்டுபிடிக்க 
மைையப்புள்ளியைைக் கணக்கீடு செெய்த முறைையைையே� (சிறிது மாாற்றம் செெய்து) பயன்படுத்தலாாம். 
எடுத்துக்காாட்டாாக, (2, 4), (8, 7) என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டைை 1 : 2 என்ற விகிதத்தில் 
பிரிக்கும் புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கண்டுபிடிக்கலாாம்.
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மைையப் புள்ளியைைக் கணக்கிட்ட முறைையில், (2, 4) இல் இருந்து நமக்குத் தேேவைையாான புள்ளியைை 
அடைையும்போ�ோது x-குறிகாாட்டி எண்களில் உருவாாகும் மாாற்றத்தைை a எனவும், y-குறிகாாட்டி எண்களில் 
உருவாாகும் மாாற்றத்தைை b எனவும் எடுத்து மாாற்றங்களைை முக்கோ�ோணத்தில் அடைையாாளப்படுத்தலாாம்.

(2, 4) இலிருந்து (8, 7) ஐ அடைையும்போ�ோது குறிகாாட்டி எண்களில் ஏற்படும் மாாற்றங்களைையும் இவ்வாாறு 
வரைைந்து காாண்பிக்கலாாம்:

இதில் பெெரிய செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் கர்ணத்தின் 
3

1  பாாகமே� சிறிய செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணத்தின் கர்ணம், அதனாால் செெங்குத்துப் பக்கங்களும் அதேே போ�ோல் ஆகும். அப்போ�ோது 
அவற்றின் நீளங்களும், அதிலிருந்து நமக்குத் தேேவைையாான புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்களைையும் 
கணக்கிடலாாம் அல்லவாா.

(2, 4), (8, 7) என்ற புள்ளிகளுக்கு A, B எனவும் நாாம் கண்டுபிடிக்க வே�ண்டிய புள்ளிக்கு P எனவும் 
குறிப்பிட்டாால், மே�லே� கூறிய கணக்கீடுகளைை இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

(1)	 AP : PB = 1 : 2 ஆனதாால் AB என்ற நீளத்தின் 
3

1  பாாகமாாகும் AP இன் நீளம்.

(2)	 A இலிருந்து B ஐ அடைையும் போ�ோது

	 (i)	 x-குறிகாாட்டி எண் 8 − 2 = 6 அதிகரிக்கிறது.

	 (ii)	 y-குறிகாாட்டி எண் 7 − 4 = 3 அதிகரிக்கிறது.

(3)	 A இலிருந்து P ஐ அடைையும் போ�ோது 
3

1  பாாகமாாகும்.

	 (i)	 x-குறிகாாட்டி எண் 6 × 
3

1  = 2 அதிகரிக்கிறது.

	 (ii)	 y-குறிகாாட்டி எண் 3 × 
3

1  = 1 அதிகரிக்கிறது.
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(4) 	 P இன் குறிகாாட்டி எண்கள்

	 (i) 	 x-குறிகாாட்டி எண் 2 + 2 = 4

	 (ii) 	 y-குறிகாாட்டி எண் 4 + 1 = 5

(5) 	 P இன் குறிகாாட்டி எண்கள் (4, 5)

A, B என்ற புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களும் பிரிக்கும் விகிதமும் மாாறினாாலும், இதேே முறைையில் 
பிரிக்கும் புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்களைையும் கணக்கிடலாாமல்லவாா.

எடுத்துக்காாட்டாாக, (1, 6), (11, 2) என்ற புள்ளிகள் இணை�க்கும் கோ�ோட்டைை 3 : 5 என்ற விகிதத்தில் 
பிரிக்கும் புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைை எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம் ?

இப்போ�ோது செெய்ததைைப் போ�ோல, இந்தப் புள்ளிகளுக்கு A, B எனவும், பிரிக்கும் புள்ளிக்கு P எனவும் 
பெெயர் குறிப்பிட்டுத் தொ�ொடங்கலாாம்:

(1)	 AP : PB = 3 : 5 ஆனதாால் AB என்ற நீளத்தின் 
8

3  பாாகமாாகும் AP இன் நீளம்.

(2)	 A இலிருந்து B ஐ செென்றடைையும் போ�ோது

	 (i)	 x-குறிகாாட்டி எண் 11 − 1 = 10 அதிகரிக்கிறது.

	 (ii)	 y-குறிகாாட்டி எண் 6 − 2 = 4 குறைைகிறது.

(3)	 A யிலிருந்து P ஐ அடைையும்போ�ோது உருவாாகும் மாாற்றம் இவற்றின் 
8

3  பாாகம் ஆகும்.

	 (i)	 x-குறிகாாட்டி எண் 10 × 
8

3 	=	 3
4

3  அதிகரிக்கிறது.

	 (ii)	 y-குறிகாாட்டி எண் 4 × 
8

3 	=	1
2

1  குறைைகிறது.

(4) 	 P இன் குறிகாாட்டி எண்கள்:

	 (i)	 x-குறிகாாட்டி எண் 1 + 3
4

3  = 4
4

3

	 (ii)	 y-குறிகாாட்டி 6 − 1
2

1  = 4
2

1

(5)	 P இன் குறிகாாட்டி எண்கள் ,4
4

3
4
2

1c m

(1)	 A என்ற புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்கள் (3, 2) உம் B என்ற புள்ளியின் குறிகாாட்டி 
எண்கள் (8, 7) உம் ஆகும். கீழே� தரப்பட்டுள்ள விகிதங்களில் AB என்ற கோ�ோட்டைை 
பிரிக்கும் P, Q என்ற புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கணக்கிடவும்:

	 (i)	 AP : PB = 2:3

	 (ii)	 AQ : QB = 3:2

A, B என்ற புள்ளிகளைை 
இணை�க்கும் கோ�ோட்டின் 3 : 

5 என்ற  விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி 
கிடைைக்க A + (3/8) (B − A) என Input Bar 
இல் அளித்தாால் போ�ோதும்.
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(2)	 (1, 6), (5, 2) என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டைை மூன்று சமபாாகங்களாாக்கும் 
புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கணக்கிடவும்.

(3) 	ஒரு முக்கோ�ோணத்தின் உச்சிகள் (−1, 5), (3, 7), (1, 1) என்பன ஆகும். இம்முக்கோ�ோணத்தின் 
முக்கோ�ோண மைையத்தைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

கோ�ோட்டுக் கணக்கு
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

(2, 5) என்ற புள்ளியிலிருந்து (6, 7) என்ற புள்ளியைை நோ�ோக்கி நகரும் 
போ�ோது x-குறிகாாட்டி எண் 4 உம் y-குறிகாாட்டி எண் 2 உம் அதிகரிக்கிறது.

அதாாவது, x-குறிகாாட்டி எண் அதிகரிப்பதன் பாாதியே� y-குறிகாாட்டி எண் 
அதிகரிப்பதும்.

கோ�ோட்டைை நீட்டி வரைைந்து, அதில் வே�று ஏதேேனும் இரண்டு புள்ளிகள் (x1, y1) உம்  (x2, y2) உம் 
எடுத்தாால் ?

(x1, y1) இலிருந்து (x2, y2) ஐ அடைையும்போ�ோது குறிகாாட்டி எண்களில் உருவாாகும் மாாற்றத்தைை இவ்வாாறு 
காாணலாாம்:
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y2 − y1 க்கும் x2 − x1  க்கும் இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன ?

அது சிறிய செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் உயரத்திற்கும் அடிப்பக்கத்திற்கும் இடைையே� உள்ள 
தொ�ொடர்பு அல்லவாா ? (ஏன் ?).

அப்போ�ோது

y2 − y1 = 
2

1 (x2 − x1)

(x1, y1), (x2, y2) என்ற புள்ளிகள் (2, 5), (6, 7) என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டில் எங்கு 
ஆனாாலும் இந்தத் தொ�ொடர்பு சரியாாகுமல்லவாா?

அப்போ�ோது இந்தக் கோ�ோட்டின் எந்த இரண்டு புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் குறித்து என்ன 
கூறலாாம் ?

(2, 5), (6, 7) என்ற புள்ளிகள் இணை�க்கும் கோ�ோட்டில் எந்தப் புள்ளியில் இருந்தும் வே�றொ�ொரு 
புள்ளிக்கு நகரும்போ�ோது, y-குறிகாாட்டி எண்களில் உருவாாகும் மாாற்றம் x-குறிகாாட்டி எண்களின் 
மாாற்றத்தின் பாாதியாாகும்.
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(2, 5), (6, 7) என்ற புள்ளிகளுக்குப் பதிலாாக வே�று ஏதேேனும் புள்ளிகளைை எடுத்தாால் ?  

எடுத்துக்காாட்டாாக, (1, 4), (5, 12) என எடுத்துப் பாார்க்கலாாம். இவற்றைை இணை�க்கும் கோ�ோடு வழியாாக (1, 4) இல் 
இருந்து (5, 12) ஐ அடைையும் போ�ோது, x-குறிகாாட்டி எண் 4 உம்; y-குறிகாாட்டி எண் 8 உம் அதிகரித்தது. அதாாவது,  

x இல் ஏற்படும் மாாற்றத்தின் இருமடங்கு y இல் ஏற்படும் மாாற்றம்:

இதில் வே�று ஏதேேனும் இரண்டு புள்ளிகளைை எடுத்தாால் ?

பெெரிய முக்கோ�ோணத்தின் உயரம், அடிப்பக்கத்தின் இரண்டு மடங்கு ஆனதாால், சிறிய முக்கோ�ோணத்தின் 
உயரமும், அதன் அடிப்பக்கத்தின் இரண்டு மடங்காாக வே�ண்டும் அல்லவாா. அப்போ�ோது,

y2 − y1 = 2(x2 − x1)

அதாாவது,

(1, 4), (5, 12) என்பனவற்றைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டில் ஒரு புள்ளியிலிருந்து வே�றொ�ொரு 
புள்ளியில் நகரும்போ�ோது, y இல் ஏற்படும் மாாற்றம், x இல் ஏற்படும் மாாற்றத்தின் இரண்டு 
மடங்காாகும்.

இந்த இரண்டு கோ�ோடுகளிலும் x அதிகரிக்கும்போ�ோது y உம் அதிகரிக்கிறது. மாாறாாகவும் நிகழலாாம்.
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a என்ற பெெயரில் ஒரு சிலைைடர் 
உருவாாக்கவும். A என்ற புள்ளியைை 
அடைையாாளப்படுத்தவும்.

(x(A) + a, y(A) + 2a) என Input Bar இல் 
அளித்தாால் ஒரு புதிய புள்ளி கிடைைக்கும். 
சிலைைடருக்கு Animation அளித்து புள்ளியின் 
நகரும் பாாதைையைை உற்றுநோ�ோக்கவும் 
புள்ளிக்கு Trace on அளித்துப் பாார்க்கவும். A 

இன் இடத்தைை மாாற்றிப் பாார்க்கவும்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, (2, 5), (6, 3) என்ற இரண்டு புள்ளிகளைை எடுத்தாால், x-குறிகாாட்டி எண் 4 
அதிகரிக்கும்போ�ோது y-குறிகாாட்டி எண் 2 குறைைகிறது.

இதனை� வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறலாாம். (2, 5) என்ற 
புள்ளியிலிருந்து (6, 3) என்ற புள்ளிக்கு நகரும் போ�ோது

x-குறிகாாட்டி எண்ணில் மாாற்றம் 6 − 2 = 4

y-குறிகாாட்டி எண்ணில் மாாற்றம் 3 − 5 = −2

அப்போ�ோது y-குறிகாாட்டி எண்ணிலுள்ள மாாற்றம், x-குறிகாாட்டி எண்ணிலுள்ள மாாற்றத்தைை 
2

1−  ஆல் 
பெெருக்கியதேே எனக் கூறலாாம்.

கோ�ோட்டின் வே�று ஏதேேனும் புள்ளிகளைை (x1, y1), (x2, y2) என எடுத்தாால் ?

படத்தில் பெெரிய செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் கிடைைமட்டமாாக உள்ள பக்கம் x2 − x1 உம் 
செெங்குத்தாாக உள்ள பக்கம் y1 − y2 உம் அல்லவாா. அப்போ�ோது

y1 − y2 = 
2

1 (x2 − x1)

(x1, y1)இலிருந்து (x2, y2) ற்கு நகரும்போ�ோது

x-குறிகாாட்டி எண்ணில் மாாற்றம் x2 − x1

y-குறிகாாட்டி எண்ணில் மாாற்றம் y2 − y1

அப்போ�ோது மே�லே� உள்ள சமன்பாாட்டைை மாாற்றங்களின் தொ�ொடர்பாாக இவ்வாாறு எழுதலாாம்:

y2 − y1 = 
2

1− (x2 − x1)
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இந்த மாாற்றங்களின் தொ�ொடர்பைைக் குறித்து பொ�ொதுவாாக என்ன கூறலாாம் ?

(2, 5), (6, 3) இவற்றைை இணை�க்கின்ற கோ�ோட்டிலுள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து வே�றொ�ொரு புள்ளிக்கு 
நகரும் போ�ோது, y இல் உள்ள மாாற்றம், x இல் உள்ள மாாற்றத்தைை 

2

1−  ஆல் பெெருக்கியதாாகும்.

இந்த எடுத்துக்காாட்டுகளிலெ�ல்லாாம், கோ�ோட்டின் ஒரு புள்ளியிலிருந்து வே�றொ�ொரு புள்ளிக்கு நகரும் 
போ�ோது x-குறிகாாட்டி எண்களும் y-குறிகாாட்டி எண்களும் மாாறுகிறது. அவ்வாாறு மாாறாாத கோ�ோடுகள் 
உள்ளனவாா ?

y-அச்சுக்கு இணை�யாான ஒரு கோ�ோட்டிலுள்ள எல்லாா புள்ளிகளினுடைையவும் x-குறிகாாட்டி எண் 
சமம் அல்லவாா ? மாாறாாக, x-அச்சுக்கு இணை�யாான ஒரு கோ�ோட்டிலுள்ள எல்லாா புள்ளிகளினுடைையவும்  

y குறிகாாட்டி எண்ணும் சமம் ஆகும்.

அப்போ�ோது இந்த எடுத்துக்காாட்டுகளிலிருந்து கிடைைக்கின்ற பொ�ொதுக் கருத்தைை இவ்வாாறு கூறலாாம்:

எந்த ஓர் அச்சுக்கும் இணை�யல்லாாத ஒரு கோ�ோட்டின் எந்த இரண்டு புள்ளிகளைை எடுத்தாாலும் 

y-குறிகாாட்டி எண்ணிலுள்ள மாாற்றம், x-குறிகாாட்டி எண்ணிலுள்ள மாாற்றத்தைை ஒரு குறிப்பிட்ட 
எண்ணாால் பெெருக்கியதாாகும்.

ஒரு கோ�ோட்டில் இரண்டு புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் தெெரியுமெ�னில், இதைைப் பயன்படுத்தி 
அதிலுள்ள வே�று பல புள்ளிகளினுடைையவும் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கணக்கிடலாாம்.

எடுத்துக்காாட்டாாக மே�லே� முதலில் செெய்த கணக்கில் உள்ள கோ�ோட்டைைப் பாார்ப்போ�ோம். (2,5), (6,7) 
என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டில் எந்த இரு புள்ளிகளிலும் y-குறிகாாட்டி எண்களிலுள்ள 
மாாற்றம், x-குறிகாாட்டி எண்களிலுள்ள மாாற்றத்தின் பாாதியாாகும் எனப் பாார்த்தோ�ோமல்லவாா.

அப்போ�ோது இதில் ஒரு புள்ளியின்  x-குறிகாாட்டி எண்ணுடன் 2 கூட்டவும், y-குறிகாாட்டி எண்ணுடன் 
2 இன் பாாதி 1 கூட்டவும் செெய்தாால், கோ�ோட்டில் வே�றொ�ொரு புள்ளி கிடைைக்கும். அவ்வாாறு கோ�ோட்டில் (2, 
5) என்ற புள்ளியிலிருந்து கோ�ோட்டில் (4, 6) என்ற புள்ளி கிடைைக்கும்.
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இதைைப் போ�ோல் (4, 6)இல் இருந்து, கணக்கில் கூறப்பட்டுள்ள (6, 7) என்ற புள்ளி கிடைைக்கும்.

பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால் 2 உடன் 2 வீதம் கூட்டவும், 5 உடன் 1 வீதம் கூட்டவும் செெய்வதைைத் 
தொ�ொடர்ந்தாால், இந்தக் கோ�ோட்டில் இவ்வாாறாான புள்ளிகள் கிடைைக்கும்:

(4,6), (6,7), (8,8), ...

கூட்டுவதற்குப் பதில் கழித்தாால், கோ�ோட்டில் இந்தப் புள்ளிகள் கிடைைக்கும்.

(0, 4), (−2, 3), (−4, 2), ...

இதைைப்போ�ோல இந்தக் கணக்கைை எவ்வாாறு செெய்யலாாம் ?

(4, 6), (7, 4) என்ற புள்ளிகள் இணை�க்கும் கோ�ோட்டில் வே�று சில புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி 
எண்களைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

(4, 6) இல் இருந்து (7, 4) ற்கு நகரும்போ�ோது

x-குறிகாாட்டி எண் 3 அதிகரிக்கிறது.

y-குறிகாாட்டி எண் 2 குறைைகிறது.

அப்போ�ோது (4, 6) இலிருந்து தொ�ொடங்கி x-குறிகாாட்டி எண் 3 வீதம் கூட்டவும், y-குறிகாாட்டி எண் 2 வீதம் 
கழிக்கவும் செெய்தாால் கோ�ோட்டில் பல புள்ளிகள் கிடைைக்கும்.

(7, 4), (10, 2), (13, 0), ...

x-குறிகாாட்டி எண் 3 வீதம் கழிக்கவும், y-குறிக்காாட்டி எண் 2 வீதம் கூட்டவும் செெய்தாால் கோ�ோட்டில் 
மற்றொ�ொரு புள்ளிகளின் கூட்டம் கிடைைக்கும்.

(1, 8), (−2, 10), (−5, 12), ...

(1) 	 (−1, 4), (1, 2) என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டில் வே�று இரண்டு புள்ளிகளின் 
குறிகாாட்டி எண்களைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

(2) 	 (1, 2), (2, 4), (3, 6) என்ற புள்ளிகள் ஒரேே கோ�ோட்டிலாாகும் என நிரூபிக்கவும். இந்தக் 
கோ�ோட்டின் வே�று இரண்டு புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.

(3) 	 y1, y2, y3, ... ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடராாகும். (1, y1), (2, y2), (3, y3), ... என்ற ஜோ�ோடிகள் குறிகாாட்டி 
எண்களாான புள்ளிகள் அனை�த்தும் ஒரேே கோ�ோட்டில் அமைையும் என நிரூபிக்கவும்.

(4) 	 x1, x2, x3, ... உம்  y1, y2, y3, ... உம் கூட்டுத்தொ�ொடர்கள் ஆகும். (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), ... 
என்ற ஜோ�ோடிகள் குறிகாாட்டி எண்களாான புள்ளிகளெ�ல்லாாம் ஒரேே கோ�ோட்டில் அமைையும் 
என நிரூபிக்கவும்.
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கோ�ோட்டின் சாாய்வு 
அச்சுகளுக்கு இணை�யல்லாாத ஒரு கோ�ோட்டில் எந்த இரு புள்ளிகளைை எடுத்தாாலும் y-குறிகாாட்டி 
எண்ணிலுள்ள மாாற்றம், x-குறிகாாட்டி எண்ணிலுள்ள மாாற்றத்தைை ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணாால் 
பெெருக்கியதாாகும் எனப் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா. இதைை வே�றொ�ொரு முறைையிலும் கூறலாாம்:

அச்சுகளுக்கு இணை�யல்லாாத ஒரு கோ�ோட்டில் எந்த இரு புள்ளிகள் எடுத்தாாலும் y-குறிகாாட்டி 
எண்ணிலுள்ள மாாற்றத்தைை x- குறிகாாட்டி எண்ணிலுள்ள மாாற்றத்தாால் வகுத்தாால் கிடைைப்பது 
ஒரேே எண்ணாாகும்.

இந்த எண்ணை�க் கோ�ோட்டின் சாாய்வு (Slope) என்று கூறுவர்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, (2, 8), (4, 9) என்ற புள்ளிகள் இணை�க்கின்ற கோ�ோட்டைைப் பாார்க்கலாாம். இதில் 
முதல் புள்ளியிலிருந்து இரண்டாாவது புள்ளிக்கு நகரும்போ�ோது

x-குறிகாாட்டி எண்ணிலுள்ள மாாற்றம் 4 − 2 = 2

y-குறிகாாட்டி எண்ணிலுள்ள மாாற்றம் 9 − 8 = 1

y-இல் உள்ள மாாற்றத்தைை x-இல் உள்ள மாாற்றத்தாால் வகுத்தாால் கிடைைக்கும் எண் 
2

1 . அப்போ�ோது (2, 

8), (4, 9) என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டின் சாாய்வு 
2

1 .

(2, 8), (4, 6) என்ற புள்ளிகள் இணை�க்கும் கோ�ோடு ஆனாால் ?

சாாய்வு

4 2

6 8

2

2
1�

� � � � �

இந்த எண்ணை�க் கோ�ோட்டின் சாாய்வு எனக் கூறுவதன் காாரணத்தைை அறிய, இந்தப் படங்களைைப் 
பாார்க்கவும்:
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இரண்டு படத்திலும் சாாய்வு கூடும்போ�ோது, x-அச்சிற்கு மே�லே� உள்ள கோ�ோட்டின் பாாகத்திற்கும்  

x-அச்சிற்கும் இடைையே� உள்ள வலதுபக்கக் கோ�ோணம் கூடுவதைைப் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா ?

முதல் படத்தில் சாாய்வுகள் மிகைை எண்கள், கோ�ோணங்கள் செெங்கோ�ோணத்தைைவிடச் சிறியது, 
இரண்டாாவது படத்தில் சாாய்வுகள் குறைை எண்கள், கோ�ோணங்கள் செெங்கோ�ோணத்தைைவிடப் பெெரியது.

அப்போ�ோது, கோ�ோட்டின் சாாய்வு எனக் கூறப்படும் எண் கோ�ோட்டிற்கு x-அச்சுடன் உள்ள சாாய்வைையே� 
குறிப்பிடுகிறது.

கோ�ோட்டில் இரு புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் தெெரியுமெ�னில், கோ�ோட்டில் வே�று புள்ளிகளின் 
குறிகாாட்டி எண்களைைக் கணக்கிடுகின்ற முறைையைைப் பாார்த்தோ�ோமல்லவாா. அதற்குப் பதிலாாகக் 
கோ�ோட்டில் ஒரு புள்ளியும், கோ�ோட்டின் சாாய்வும் தெெரிந்தாால் போ�ோதும்.

எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கலாாம்:

(1, 6) என்ற புள்ளி வழியாாகச் செெல்லும் ஒரு கோ�ோட்டின் சாாய்வு 
4

3  ஆகும். இந்தக் கோ�ோட்டில், 

x-குறிகாாட்டி எண் 4 ஆன புள்ளியின் y-குறிக்காாட்டி எண் என்ன?

கோ�ோட்டின் சாாய்வு 
4

3  என்பதன் பொ�ொருள், கோ�ோட்டில் ஒரு புள்ளியிலிருந்து வே�றொ�ொரு புள்ளிக்கு 

நகரும்போ�ோது y-குறிக்காாட்டி எண்ணில் உருவாாகும் மாாற்றம், x-குறிகாாட்டி எண்ணில் உருவாாகும் 

மாாற்றத்தைை 
4

3  ஆல் பெெருக்கியது என்றல்லவாா ?

கோ�ோட்டில், (1, 6) இலிருந்து x-குறிகாாட்டி எண் 4 ஆன புள்ளிக்கு நகரும்போ�ோது x-குறிக்காாட்டி 

எண்ணில் மாாற்றம் 4 − 1 = 3; அப்போ�ோது y-குறிக்காாட்டி எண்ணில் மாாற்றம்.



248

X கணிதம் (Mathematics) பகுதி - II

3
4

3
2
4

1# =

y-குறிக்காாட்டி எண்

6 2
4

1
8
4

1� �

அதாாவது ,4 8
4

1c m இந்தக் கோ�ோட்டில் அமைையும் ஒரு புள்ளியாாகும்.

இவ்வாாறு x-குறிக்காாட்டி எண்களுக்குப் பல எண்களைை எடுத்து கோ�ோட்டில் வே�று புள்ளிகளைைக் 
கண்டுபிடிக்கலாாமல்லவாா.

(1) 	கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒவ்வொ�ொரு ஜோ�ோடி புள்ளிகளைையும் இணை�க்கும் கோ�ோட்டின் 
சாாய்வைைக் கணக்கிடவும். 

	 (i) (2,3), (4, 5)	 (ii) (2,3), (4, 1)	 (iii) (1, 1), (−1, −1)	 (iv) (0, 1), (1, 0)

(2)	 (2, 5) என்ற புள்ளி வழியாாகக் கடந்து செெல்லும் ஒரு கோ�ோட்டின் சாாய்வு 
3

2−  ஆகும். 
கீழே� இந்தக் கோ�ோட்டில் அமைையும் வே�று இரண்டு புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைைக் 
கணக்கிடுக.

(3) 	 (3, 1) என்ற புள்ளி வழியாாகக் கடந்து செெல்லும் ஒரு கோ�ோட்டின் சாாய்வு 
2

1−  ஆகும். 
கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகள் இந்தக் கோ�ோட்டில் அமைையும் புள்ளிகளாா எனப் 
பரிசோ�ோதிக்கவும்.

	 (i) (5, 2)	 (ii) (1, 0)	 (iii) (4, 3)	 (iv) (2, −1)

(4) 	y1, y2, y3, ... ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடர் எனில் (1, y1), (2, y2), (3, y3), ... என்ற ஜோ�ோடிகள் 
குறிகாாட்டி எண்களாான புள்ளிகள் அனை�த்தும் ஒரேே கோ�ோட்டில் அமைையும் எனப் 
பாார்த்தோ�ோமல்லவாா. இந்தக் கோ�ோட்டின் சாாய்வு கூட்டுத்தொ�ொடரின் பொ�ொது வித்தியாாசம் 
இவற்றிற்கிடைையில் உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன ? 

(5)	 x1, x2, x3, ... உம் y1, y2, y3, ... உம் கூட்டுத்தொ�ொடர்கள் ஆகும். (x1, y1), (x2, y2), (x3, yз), ... 
என்ற ஜோ�ோடிகள் குறிகாாட்டி எண்களாான புள்ளிகளெ�ல்லாாம் ஒரேே கோ�ோட்டில் அமைையும் 
எனப் பாார்த்தோ�ோம். இந்தக் கோ�ோட்டின் சாாய்விற்கும் கூட்டுத் தொ�ொடர்களின் பொ�ொது 
வித்தியாாசத்திற்கும் இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன ?

(6)	 (1, 3) என்ற புள்ளி வழியாாக சாாய்வு 
2

1  ஆக வரைைகின்ற கோ�ோட்டிலும், இதேே புள்ளி 
வழியாாகச் சாாய்வு −2 ஆக வரைைகின்ற கோ�ோட்டிலும் உள்ள வே�றொ�ொரு புள்ளியைை 
எழுதவும். இந்தக் கோ�ோடுகள் ஒன்றுக்கொ�ொன்று செெங்குத்து என நிரூபிக்கவும்.

	 (குறிப்பு - பிதாாகரஸ் தேேற்றம்)

கோ�ோட்டின் சமன்பாாடு
ஒரு கோ�ோட்டில் உள்ள ஒரு புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்களும், கோ�ோட்டின் சாாய்வும் தெெரியுமெ�னில் 
கோ�ோட்டின் வே�றேேதேேனும் புள்ளியின்  x-குறிகாாட்டி எண்ணிலிருந்து அந்தப் புள்ளியின் y-குறிகாாட்டி 
எண்ணை�க் கணக்கிடும் முறைையைைப் பாார்த்தோ�ோமல்லவாா.

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் வரைைந்த ஒரு 
கோ�ோட்டின் சாாய்வைைக் கணக்கிட 

slope ஐப் பயன்படுத்திக் கோ�ோட்டில் கிளிக் 
செெய்தாால் போ�ோதும்.
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Xவடிவியலும் இயற்கணிதமும்

இயற்பியல், இயற்கணிதம், வடிவியல்
ஒரு பொ�ொருள் பயணிக்கும் தூரம், முதல் வினாாடியில் 10 
மீட்டர், அடுத்த வினாாடியில் 15 மீட்டர் அதற்கு அடுத்த 
வினாாடியில் 20 மீட்டர் என இவ்வாாறு வரிசைையாாக 
அதிகரிக்கிறது எனக் கருதவும். அப்போ�ோது ஒவ்வொ�ொரு 
வினாாடியிலும் அதன் வே�கமும் மாாறுகிறது அல்லவாா. முதல் 
வினாாடியில் வே�கம் 10 மீட்டர்/வினாாடி, இரண்டாாவது 
வினாாடியில் வே�கம் 15 மீட்டர்/வினாாடி என்று இவ்வாாறு 
எழுதலாாம்.

மே�லும் சுருக்கமாாகக் கூறினாால் வே�கம் ஒவ்வொ�ொரு 
வினாாடியிலும் 5 மீட்டர்/ வினாாடி என்ற வீதத்தில் 
அதிகரிக்கிறது என்று கூறலாாம். இயற்பியலில் முடுக்கம் 

(acceleration) 5 மீட்டர்/ வினாாடி என்று கூறப்படுகிறது. 
இந்தப் பொ�ொருளுக்கு t வினாாடியில் வே�கம் v ஐக் 
கண்டுபிடிக்க 

v = 10 + 5t என்ற இயற்கணிதச் செெயல்பாாட்டைைப் 
பயன்படுத்தலாாம்.

இனிச் செெங்குத்தாான இரண்டு அச்சுகளில் t யைையும் 

v யைையும் அடைையாாளப்படுத்தி இந்த வே�கத்திற்கும், 
நேேரத்திற்கும் உள்ள தொ�ொடர்பில் படம் வரைைந்தாால்?

இந்தக் கோ�ோட்டின் சாாய்வு 5 ஆகும். இங்குச் சாாய்வு என்பது, 

t அதிகரித்ததைைப் பொ�ொறுத்து v அதிகரிப்பதன் வீதம் 
அல்லவாா, அதாாவது முடுக்கம்.

எடுத்துக்காாட்டாாக இந்தக் கணக்கைைப் பாாருங்கள்:

(2, 4), என்ற புள்ளி வழியாாகச் செெல்லும் ஒரு கோ�ோட்டின் சாாய்வு 
3

2  ஆகும்.  இந்தக் கோ�ோட்டில் 

x-குறிக்காாட்டி எண் 11 ஆன புள்ளியின் y-குறிக்காாட்டி எண் எது ?

இதைைச் செெய்வது எவ்வாாறு ?

(i) 	 கோ�ோட்டின் ஒரு புள்ளியிலிருந்து வே�றொ�ொரு புள்ளிக்கு நகரும்போ�ோது y-குறிகாாட்டி எண்களில் 
மாாற்றம் x-குறிக்காாட்டி எண்களில் மாாற்றத்தைை 

3

2  ஆல் பெெருக்கியதாாகும்.

(ii) 	கோ�ோட்டின் x-குறிகாாட்டி எண் 11 ஆன 
புள்ளியின் y-குறிக்காாட்டி எண்ணை� y என 
எடுத்தாால் (11, y) என்பது கோ�ோட்டின் ஒரு 
புள்ளியாாகும்.

(iii) 	(2, 4) என்ற புள்ளியிலிருந்து (11, y) என்ற 
புள்ளிக்கு உள்ள x மாாற்றம் 11 − 2 = 9, 

	 y மாாற்றம் y − 4

(iv)	 y − 4 = 
3

2  × 9 = 6

(v)	 y = 4 + 6 = 10

அப்போ�ோது கோ�ோட்டில் x-குறிகாாட்டி எண் 11 ஆன 
புள்ளியின் y-குறிக்காாட்டி எண் 10.

இவ்வாாறு இந்தக் கோ�ோட்டின் எந்தப் 
புள்ளியினுடைையவும் x-குறிகாாட்டி எண் 
தெெரியுமெ�னில் y-குறிக்காாட்டி எண்ணை�க் 
கணக்கிடலாாம்.

வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறினாால் இந்தக் கோ�ோட்டின் 
எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் x-குறிகாாட்டி 
எண்ணிற்கும் y-குறிக்காாட்டி எண்ணிற்கும் 
இடைையே� ஒரு தொ�ொடர்பு உள்ளது.

அதைைக் கண்டுபிடிக்க கோ�ோட்டின் ஒரு புள்ளியின் 
குறிகாாட்டி எண்கள் (x, y) என எடுத்து முன்பு 
செெய்ததைைப் போ�ோல கணக்கிடலாாம்.

(i)	 கோ�ோட்டின் ஒரு புள்ளியிலிருந்து வே�றொ�ொரு 

புள்ளிக்கு நகரும்போ�ோது y-குறிகாாட்டி 

எண்களில் மாாற்றம் x-குறிகாாட்டி எண்களில் 
மாாற்றத்தைை 

3

2  ஆல் பெெருக்கியதாாகும்.

(ii)	 (x, y) என்பது கோ�ோட்டின் ஒரு புள்ளியாாகும்.
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(iii) 	(2, 4) என்ற புள்ளியிலிருந்து (x, y) என்ற 

புள்ளிக்குள்ள x-மாாற்றம் x − 2,  
y-மாாற்றம் y − 4.

(iv)	 y − 4 = 
3

2 (x − 2)

அதாாவது,

(2, 4) இன் வழியாாகச் செெல்லும், சாாய்வு 
3

2  

ஆன கோ�ோட்டின் (x, y) என எந்தப்புள்ளியைை 

எடுத்தாாலும்  y − 4 = 
3

2 (x − 2)

கோ�ோட்டில் எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் குறிகாாட்டி 
எண்களுக்கு இடைையே�யுள்ள இந்தத் தொ�ொடர்பைைக் 
கோ�ோட்டின் சமன்பாாடு என்று கூறுவர். அதாாவது

(2, 4) இன் வழியாாகச் செெல்லும் சாாய்வு 
3

2

ஆன கோ�ோட்டின் சமன்பாாடு

y − 4 = 
3

2 (x − 2)

இந்தச் சமன்பாாட்டில் பின்னங்களைை நீக்கி 
இவ்வாாறு எழுதலாாமல்லவாா:

3(y − 4) = 2(x − 2)

அதாாவது

3y − 12 = 2x − 4

இதைை எளிதாாக்கி இவ்வாாறு எழுதலாாம்

2x − 3y + 8 = 0

அப்போ�ோது இவ்வாாறும் கூறலாாம்

(2, 4) இன் வழியாாகச் செெல்லும் சாாய்வு 
3

2  

ஆன கோ�ோட்டின் சமன்பாாடு 

2x − 3y + 8 = 0

இனி இந்த வினாாவைைப் பாார்க்கவும்.

(−1, 2) உம் (1, −2) உம் இணை�க்கும் 
கோ�ோட்டின் சமன்பாாடு  என்ன ?

சாாய்வும் செெங்குத்தும்
இணை�கோ�ோடுகளின் சாாய்வுகள் சமமாானவைை எனக் 
காாண்பது கடினமல்ல. ஒன்றுக்கொ�ொன்று செெங்குத்தாான 
இரு கோ�ோடுகளின் சாாய்வுகளுக்கு இடைையே� உள்ள 
தொ�ொடர்பு என்ன? சரிவுகள் p, q ஆன இரு கோ�ோடுகள் 
ஒன்றுக்கொ�ொன்று சந்திக்கின்ற புள்ளியைை (a, b) என 
எடுக்கலாாம். அப்போ�ோது (a + 1, b + p) என்ற புள்ளி, 
முதலாாவது கோ�ோட்டில் ஆகும்; (a + 1, b + q) என்ற புள்ளி 
இரண்டாாவது கோ�ோட்டிலும் ஆகும். (காாரணம்?) கோ�ோடுகள் 
செெங்குத்து எனில், 

(a, b), (a + 1, b + p), (a + 1, b + q) என்ற புள்ளிகள் 
ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணத்தின் உச்சிகள் ஆகும். 
இரண்டாாவதும், மூன்றாாவதும் உள்ள புள்ளிகளைை 
இணை�த்ததேே கர்ணம் ஆகும். இம் முக்கோ�ோணத்தின் 
செெங்கோ�ோணப் பக்கங்களின் நீளங்களின் வர்க்கம் p2 + 
1, q2 + 1 என்பனவும், கர்ணத்தின் நீளம் p q−  உம் 
ஆனதாால்

(p2 + 1) + (q2 + 1)= (p − q)2 எனக் கிடைைக்கும். இதனை� 
எளிதாாக்கினாால் 2 = −2pq

அல்லது,
pq = −1

அதாாவது,

ஒன்றுக்கொ�ொன்று செெங்குத்தாான கோ�ோடுகளில் ஒரு 
கோ�ோட்டின் சாாய்வு மற்ற கோ�ோட்டின் சாாய்வின் தலைைகீழியின் 
குறைை எண் ஆகும்.

(1, 3), (5, 6) என்ற புள்ளிகளிலும் 

(2, 5), (6, 8) என்ற புள்ளிகளிலும் 

y வித்தியாாசத்தைை x வித்தியாாசத்தாால் 

வகுத்துக் கிடைைப்பது 
4

3 ஆகும். 
ஒவ்வொ�ொரு ஜோ�ோடியைையும் இணை�க்கும் 
கோ�ோடுகளைை ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் வரைையவும். 
இக்கோ�ோடுகளுக்கு இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பு 
என்ன ?
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இவ்வாாறு சிந்திக்கலாாம்:

(i)	 கோ�ோட்டின் சாாய்வு
( )

1 1

2 2

2

4
2� �

� �
� � � �

(ii)	 கோ�ோட்டின் ஒரு புள்ளியிலிருந்து வே�றொ�ொரு புள்ளிக்கு 
நகரும் போ�ோது y-குறிகாாட்டி எண்களில் மாாற்றம் 

x-குறிகாாட்டி எண்களில் மாாற்றத்தைை −2 ஆல் 
பெெருக்கியதாாகும்.

(iii)	கோ�ோட்டில் ஒரு புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண்கள் 	
(x, y) என எடுக்கலாாம்.

(iv) (−1, 2) என்ற புள்ளியிலிருந்து (x, y) என்ற 
புள்ளிக்கு உள்ள  x மாாற்றம் x − (−1) = x + 1  
y மாாற்றம் y − 2.

(v) 	 y − 2 = −2(x + 1)

அப்போ�ோது கோ�ோட்டின் சமன்பாாடு
y − 2 = −2(x + 1)

இதைை இவ்வாாறு எழுதலாாமல்லவாா.

y − 2 = −2x − 2

இதைை எளிதாாக்கினாால்
y = −2x

எனவும் எழுதலாாம் அல்லது
2x + y = 0

எனவும் எழுதலாாம்.

(1)	 கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒவ்வொ�ொரு ஜோ�ோடி புள்ளிகளைையும் இணை�க்கும் 
கோ�ோட்டின் சமன்பாாடுகளைைக் காாணவும். 

	 (i)	 (0, 0), (1, 1) 	 (ii)	 (0, 0), (1, −1)	

	 (iii) 	(1, 0), (0, 1)	  (iv) 	 (−1, 0), (0, −1)

(2)	 (i)	 (−1, 3) உம் (2, 5) உம் இணை�க்கும் கோ�ோட்டின் சமன்பாாடுகளைைக் காாணவும்.

	 (ii)	 (x, y) என்ற புள்ளி இந்தக் கோ�ோட்டில் எனில் (x + 3, y + 2) என்ற புள்ளியும் இந்தக் 
கோ�ோட்டிலே�யே� அமைையும் என நிரூபிக்கவும்.

பல்லுறுப்புகளும், சமன்பாாடுகளும்
ஒன்பதாாம் வகுப்பில் பல்லுறுப்புகளின் 
படங்களைை வரைைந்தது நினை�விருக்கிறதல்லவாா. 
p(x) = 2x + 1 பல்லுறுப்பின் படம் வரைைந்தது 
எவ்வாாறு? 
இப்போ�ோது அந்த முறைையைை இவ்வாாறு கூறலாாம்: 

x ஆக பல எண்களைை எடுத்து ஒவ்வொ�ொன்றிலும்  

2x + 1 ஆக கிடைைக்கும் எண்ணை�க் கணக்கிட; 

இந்த எண் ஜோ�ோடிகள் குறிகாாட்டி எண்களாான 
புள்ளிகளைைக் குறித்து அவற்றைைச் சேேர்க்ககவும், 
அதாாவது இவ்வாாறு வரைைந்த கோ�ோட்டின் சமன்பாாடு  

y = 2x + 1
பொ�ொதுவாாகக் கூறினாால்

p(x) = ax + b
என்ற ஒரு பல்லுறுப்பின் படமாான கோ�ோட்டின் 
சமன்பாாடு 

y = ax + b

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் Input Bar இல் 2x 
− 3y + 8 = 0 என எழுதினாால் இந்தச் 

சமன்பாாட்டைைக் குறிப்பிடும் கோ�ோடு கிடைைக்கும்.  

a, b, c என மூன்று சிலைைடர்களைை உருவாாக்கி 

ax + by + c = 0 என Input Bar இல் எழுதவும். 
சிலைைடர்களைை நீக்குவதற்கு ஏற்ப கோ�ோட்டுக்கு 
வரும் மாாற்றத்தைைக் காாணவும்.
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(3)	 (i)	 (−1, 1)  (2, 7) என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டின் சமன்பாாட்டைைக் காாணவும்.

	 (ii) 	 x ஆக எந்த எண்ணை� எடுத்தாாலும் (x, 2x + 3) என்ற புள்ளி இந்தக் கோ�ோட்டிலே�யே� 
அமைையும் என நிரூபிக்கவும்.

(4) 	ஆதிப்புள்ளியும், (1, 2) என்ற புள்ளியும் இணை�க்கும் கோ�ோட்டின் எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் 

x-குறிகாாட்டி எண்ணின் இரண்டு மடங்கு y-குறிகாாட்டி எண் என நிரூபிக்கவும்.

(5) 	 (2, 0) , (0, 3) என்ற புள்ளிகள் இணை�க்கும் கோ�ோட்டின் எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் 

x-குறிகாாட்டி எண்ணின் பாாதியைையும் y-குறிகாாட்டி எண்ணின் மூன்றிலொ�ொன்றைையும் 
கூட்டினாால் ஒன்று கிடைைக்கும் என நிரூபிக்கவும்.

(3, 5), (6, 7) என்ற புள்ளிகளைை 
இணை�க்கும் கோ�ோடு வரைையவும். 

இந்தக் கோ�ோட்டின் சமன்பாாடு Algebra view 

இல் காாண முடியும்.

வட்டத்தின் சமன்பாாடு
எந்த இரண்டு புள்ளிகளைையும் இணை�த்து ஒரு கோ�ோடு 
வரைையலாாம், இந்தப் புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்கள் 
தெெரியுமெ�னில், இந்தக் கோ�ோட்டின் சமன்பாாடு கண்டுபிடிக்கலாாம், 
அதாாவது கோ�ோட்டின் எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் குறிகாாட்டி 
எண்களுக்கு இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பின் இயற்கணித 
வடிவம்.

இது போ�ோல் ஒரு புள்ளியைையும் ஓர் எண்ணை�யும் தீர்மாானித்தாால், புள்ளி மைையமாாகவும் எண் 
ஆரமாாகவும் வட்டம் வரைையலாாம். மைையத்தின் குறிகாாட்டி எண்களும் ஆரமாான எண்ணும் 
தெெரியுமெ�னில், வட்டத்தில் எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் குறிகாாட்டி எண்களுக்கு இடைையே� உள்ள 
தொ�ொடர்பைைக் கண்டுபிடிக்க இயலுமாா? 

எடுத்துக்காாட்டாாக மைையம் (1, 4) என்ற புள்ளியும் ஆரம் 2 உம் ஆன வட்டத்தைைப் பாார்க்கலாாம். இந்த 
வட்டத்தில் எந்தப் புள்ளிக்கும் மைையத்திலிருந்துள்ள தூரம் 2 ஆகும்.
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(1, 4) என்ற புள்ளிக்கும், (x, y) என்ற புள்ளிக்கும் இடைையே� உள்ள தூரத்தின் வர்க்கம் (x − 1)2 + 

(y − 4)2 ஆகும் எனக் கற்றிருக்கிறோ�ோம் அல்லவாா.

(x, y) என்பது வட்டத்திலுள்ள புள்ளி எனில், இந்த வர்க்கம் 22 = 4 ஆகும். அதாாவது

(x − 1)2 + (y − 4)2 = 4

அப்போ�ோது வட்டத்திலுள்ள எந்தப் புள்ளியினுடைையவும் குறிகாாட்டி எண்களும் இந்தச் சமன்பாாட்டைை 

நிறைைவு செெய்யும். மாாறாாக, இந்தச் சமன்பாாட்டைை நிறைைவு செெய்யும் எந்த ஜோ�ோடி எண்கள் x, y 

எடுத்தாாலும் அவைை குறிகாாட்டி எண்களாான புள்ளிக்கு (1, 4) இல் இருந்துள்ள தூரம் 4 2=  ஆக 

இருக்கும். அதாாவது இந்தப் புள்ளி மே�லே� உள்ள வட்டத்தின் ஒரு புள்ளி ஆகும்.

அப்போ�ோது இதுவே� மைையம் (1, 4) உம், ஆரம் 2 உம் ஆன வட்டத்தின் சமன்பாாடு ஆகும். 

வே�ண்டுமெ�னில் இதைை விரிவாாக

x2 + y2 − 2x − 8y + 13 = 0

என்றும்  எழுதலாாம்.

அப்போ�ோது, மைையம் ஆதிப்புள்ளியும் ஆரம் 1 உம் ஆன வட்டத்தின் சமன்பாாடு என்ன ?

இந்த வட்டத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியின் குறிகாாட்டி எண் (x, y) என்று எடுத்தாால், மைையத்திலிருந்துள்ள 
தூரத்தின் வர்க்கம்  x2 + y2; இது ஆரத்தின் வர்க்கத்திற்குச் சமம்

x2 + y2 = 1

இதுவே� வட்டத்தின் சமன்பாாடு.

	
(1) 	ஆதிப்புள்ளியைை மைையமாாகவும், ஆரம் 5 உம் ஆன வட்டத்தின் சமன்பாாட்டைைக் 

காாண்க. இந்த வட்டத்தில் உள்ள எட்டு புள்ளிகளின் குறிகாாட்டி எண்களைை எழுதுக.

(2) 	 (2, 3), (4, 7) என்ற புள்ளிகளைை இணை�க்கும் கோ�ோட்டைை விட்டமாாகக் கொ�ொண்ட 
வட்டம் வரைையப்பட்டுள்ளது.

	 (i) இந்த வட்டத்தின் மைையத்தின் குறிகாாட்டி எண்கள் எவைை ?

	 (ii)	 வட்டத்தின் ஆரம் என்ன?

	 (iii)	வட்டத்தின் சமன்பாாடு என்ன ?
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	(3)	 படத்தில் வட்டத்தின் சமன்பாாடு என்ன ?

(4)	 ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாாடு x2 + y2 − 2x − 4y − 11 = 0 ஆகும். இதன் மைையத்தின் குறிகாாட்டி 
எண்களைையும் ஆரத்தைையும் கண்டுபிடிக்கவும்.
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கனவடிவங்கள்கனவடிவங்கள்1212

கூம்புகள்
பலமுறைைகளில் காாகிதத்தைை வெ�ட்டி எடுத்து, மடித்து ஒட்டிப் பட்டகங்கள் உருவாாக்கலாாம்:

இவ்வகைைப் பட்டகங்களைைப் பற்றிப் படிக்கவும் செெய்தோ�ோம்.
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கூம்புகள் ஜியோ�ோஜிப்ராாவில்
 ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் பட்டகங்கள் உரு 
வாாக்குவது எவ்வாாறு என 9-ஆம் வகுப்பில் 
கண்டோ�ோம் அல்லவாா? இத்தகைைய கூம்புகளைை 
உருவாாக்குவது எவ்வாாறு எனப் பாார்ப்போ�ோம். 
உருவாாக்குதல் தொ�ொடங்கும் முன்பு Options → 

Labeling → No new objects தேேர்வு செெய்யவும். 
இது பெெயர்களைை எழுதி காாண்பிப்பதைை 
தவிர்ப்பதற்ககாாகவே� Graphics இல் ஒரு சதுரம் 
வரைையவும். 3D Graphics திறந்து Extrude 

to Pyramid பயன்படுத்திச் செெவ்வகத் தில் 
கிளிக் செெய்யும்போ�ோது கிடைைக்கும் சாாளரத்தில் 
கூம்பின் உயரத்தைைக் கொ�ொடுக்கவும். (ஒரு 
சிலைைடர் உருவாாக்கி உயரமாாகச் சிலைைடரின் 
பெெயரைை அளிக்கவும் செெய்யலாாம்).

இனி வே�றொ�ொரு வடிவத்தைை உருவாாக்கிப் பாார்க்கலாாம்.

முதலில் கீழ்க் காாண்பது போ�ோன்று ஒரு படம் காாகிதத்தில் 
வெ�ட்டி எடுக்கவும்:

நடுவில் சதுரம், அதனை�ச் சுற்றி நாான்கு முக்கோ�ோணங்கள்; இவைை நாான்கும் ஒரேே போ�ோல் 
உள்ள (சமமாான) இருசமபக்க முக்கோ�ோணங்களாாக இருக்க வே�ண்டும். இனி இவற்றைைக் கீழே� 
காாண்பித்திருப்பதைைப் போ�ோன்று மடித்து ஒட்டவும்:

இது என்ன வடிவம்? பட்டகம் எனக் கூற இயலாாது; 
பட்டகங்களுக்கு ஒரேேபோ�ோல் உள்ள இரு அடிப்பக்கங்களும், 
பக்கங்களில் செெவ்வகங்களும் வே�ண்டும். இப்போ�ோது 
உருவாாக்கின வடிவத்திலோ�ோ, கீழே� அடிப்பக்கம் சதுரம், 
மே�லே� ஓர் உச்சி; சுற்றிலும் முக்கோ�ோணங்கள்.

சதுரத்திற்குப் பதிலாாக, வே�று ஏதேேனும் செெவ்வகம் 
ஆகலாாம்; இல்லாாவிடில் முக்கோ�ோணமோ�ோ, வே�று ஏதேேனும் பலகோ�ோணமோ�ோ ஆகலாாம். சோ�ோதித்துப் 
பாார்க்கவும். (அடிப்பக்கம் ஒழுங்கு பலகோ�ோணம் ஆகும் போ�ோதுதாான் அழகு).
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ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் உருவாாக்கிய 
ஒரு கூம்பைைப் பிரித்து 
நிமிர்த்தி வைைப்பது எவ்வாாறு 

எனப் பாார்க்கலாாம். முன்பு கூறியது 
போ�ோன்று 3D Graphics இல் ஒரு கூம்பைை 
உருவாாக்கவும். Net ஐப் பயன்படுத்தி 
இந்தக் கூம்பில் கிளிக் செெய்யும்போ�ோது 
கூம்பைைப் பிரித்து நிமிர்த்தி வைைத்த 
வடிவம் கிடைைக்கும். (இது கூம்பின் net 
என அழைைக்கப்படுகிறது.) இதனுடன் 

Graphics இல் ஒரு சிலைைடரும் 
கிடைைக்கும். இந்தச் சிலைைடரைைப் 
பயன்படுத்தி, net இல் இருந்து 
கூம்பு உருவாாவது எவ்வாாறு எனக் 
காாணலாாம். Algebra  இல் கூம்பின் 
பெெயருக்கு நேேராாகக் கிளிக் செெய்து 
கூம்பைை மறைைத்தும் வைைக்கலாாம்.

உச்சி

அடிப்பக்க விளிம்பு

பக்
கவி

ளி
ம்பு

10 செெ.மீ 13 செெ.மீ

13 செெ.மீ

இத்தகைைய வடிவங்கள் அனை�த்திற்கும் பொ�ொதுவாான பெெயரேே 
கூம்புகள் (pyramids).

கூம்பின் அடிப்பக்கமாான பலகோ�ோணத்தின் பக்கங்களைைக் 
கூம்புகளின் அடிப்பக்கவிளிம்புகள் (base edges) என்றும், 
முக்கோ�ோணங்களின் பிற பக்கங்களைைப் பக்க விளிம்புகள் 

(lateral edges) என்றும் கூறலாாம். கூம்பின் மே�ல்முனை�யைைக் 
கூம்பின் உச்சி (apex) என்றும் கூறுவர்.

ஒரு பட்டகத்தின் உயரம் என்பது, அதன் அடிப்பக்கங்களுக்கு 
இடைையே� உள்ள தூரம் அல்லவாா. ஒரு கூம்பின் உயரம் என்பது 
அதன் உச்சியிலிருந்து அடிப்பக்கத்திற்கு உள்ள செெங்குத்துத் 
தூரம் ஆகும்.

பரப்பளவு
அடிப்பக்க விளிம்புகள் 10 செென்டிமீட்டரும், பக்கவிளிம்புகள் 13 செென்டிமீட்டரும் உள்ள சதுரக்கூம்பின் 
மொ�ொத்தப் பரப்பளவு எவ்வளவு? 

மொ�ொத்தப்பரப்பளவு என்றாால், இது உருவாாக்குவதற்குத் 
தேேவைையாான காாகிதத்தின் பரப்பளவு அல்லவாா? இந்தக் கூம்பைை 
வெ�ட்டி விரித்து வைைத்தாால் எவ்வாாறு இருக்கும்?
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10 செெ.மீ

13
 செ

ெ.மீ

13 செெ.மீ

5 செெ.மீ

13 செெ.மீ

ஜியோ�ோஜிப்ராாவில்  ஒரு 
சதுரக்கூம்பு வரைைய 
வும் Midpoint or Centre 

பயன்படுத்திக்  கூம்பின்  அடிப்பக்க 
விளிம்பின்  மைையப்  புள்ளியைையும்  
அடிப்பக்கத்தின்  மூலைைவிட்  
டத்தின்  மைையப்  புள்ளியைையும்  
அடைை யாாளப்படுத்தவும் . Segment  
பயன்படுத்திக்  கூம்பின்  உயரம் , 
சாாய்வுயரம்  என்பனவற்றைை 
அடைையாாளப்படுத்தலாாம் .Polygon 
பயன்  படுத்தி உயரம் , சாாய்வுயரம் , 
பக்கவிளிம்பு, அடிப்பக்க விளிம்பின்  
பாாதி ஆகியன பக்கங்களாாக 
வருகின்ற செெங்கோ�ோண முக்  
கோ�ோணங்கள்  வரைைந்து பாார்க்கவும் . 
Net பயன்படுத்திக்  கூம்பைைப்  
பிரித்து நிமிர்த்திப்  பாார்க்கவும் . 
கூம்பைை மறைைத்து வைைக்கவும்  
செெய்யலாாம் .

12
 செ

ெ.
மீ

12
 செ

ெ.மீ

இதில்  சதுரத்தின்  பரப்பளவு 100 சதுர செென்டிமீட்டர்  என்று விரைைவில் கூறலாாம் . முக்கோ�ோணத்தின்  
பரப்பளவு ?

முக்கோ�ோணத்தின்  பரப்பளவு அடிப்பக்கம் , உயரம்  என்பனவற்றின்  பெெருக்கற்  
பலனின்  பாாதி அல்லவாா.

அதைைக்  கணக்கிடுவதற்கு முக்கோ�ோணத்தின்  உயரமும்  வே�ண்டும் . இருசமபக்க 
முக்கோ�ோணம்  ஆனதாால் , இந்தச்  செெங்குத்துக்கோ�ோடு அடிப்பக்கத்தைைச்  சமபாாகம்  
செெய்யும் . பிராாகரஸ் தேேற்றம்  பயன்படுத்திச்  செெங்குத்துக் கோ�ோட்டின் நீளம்

13 5 12
2 2� �  செென்டி மீட்டர்

எனக்  கண்டுபிடிக்கலாாம் . அப்போ�ோது முக்கோ�ோணத்தின்  பரப்பளவு, 
5 × 12 = 60 சதுர செென்டிமீட்டர் .

இனி கூம்பின் மொ�ொத்தப் பரப்பளவைைக் கணக்கீடு செெய்யலாாமல்லவாா.

காாகிதம்  கூம்பாாக மாாறிய பின், இப்போ�ோது கண்டுபிடித்த உயரம்  
என்னவாாகும்?

இந்த நீளத்தைைக்  கூம்பின்  சாாய்வுயரம்  (slant height) என்று 
கூறுவர்.
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இப்போ�ோது செெய்த கணக்கில்  கூம்பின்  அடிப்பக்க 
விளிம்பு, பக்கவிளிம்பு, சாாய்வுயரம்  ஆகியவற்றிற்கு 
இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பைைக்  கண்டோ�ோம்  அல்லவாா; 
படத்தில்  காாண்பித்திருப்பதைைப்  போ�ோல உள்ள 
ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணம் , சதுரக்கூம்பின்  
ஒவ்வொ�ொரு பக்கத்திலும்  உள்ளது. இவற்றின்  
சாாய்வுயரமும் , அடிப்பக்க விளிம்பின்  பாாதியும் , 
செெங்கோ�ோணப்  பக்கங்கள் ; கர்ணம்  பக்க விளிம்பும் 
ஆகும்.

இனி இந்தக்  கணக்கைைச்  செெய்யலாாம்  அல்லவாா?

அடிப்பக்க விளிம்புகள் 2 மீட்டரும் , பக்கவிளிம்புகள் 

3 மீட்டரும்  உள்ள சதுரக்கூம்பின்  மொ�ொத்தப்  
பரப்பளவு எவ்வளவு?

அடிப்பக்கத்தின்  பரப்பளவு, 4 சதுரமீட்டர் . 
பக்க முகங்களின்  பரப்பளவு காாண்பதற்குச்  
சாாய்வுயரம்  தேேவைை. முன்பு கூறிய செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணத்தின்  ஒரு பக்கம்  அதாாவது 
அடிப்பக்க விளிம்பின்  பாாதி 1 மீட்டர் . கர்ணம் , 
பக்கவிளிம்பாான 3 மீட்டர் . அதனாால்  சாாய்வுயரம்  

3 1 2 2
2 2� �  மீட்டர்

இதைைப் பயன்படுத்தி ஒவ்வொ�ொரு முக்கோ�ோணத்தின் 
பரப்பளவைையும்,

2

1  × 2 × 2 2  = 2 2  சதுரமீட்டர்

எனக் காாணலாாம் அப்போ�ோது கூம்பின் மொ�ொத்தப் பரப்பளவு, 4 4 2 2#+ _ i = 4 8 2+  சதுரமீட்டர்.

இதில் திருப்தி இல்லைையெ�னில் கணிப்பாானை�ப் பயன்படுத்தி (அல்லது 2  இன் தோ�ோராாய மதிப்புள்ள 
தசம எண்ணை� நினை�வுபடுத்தி), இது தோ�ோராாயமாாக 15.31 சதுரமீட்டர் என்று கண்டுபிடிக்கலாாம்.

பக்
க 

வி
ளி

ம்பு

சாா
ய்

வு
யர

ம்

அடிப்பக்க 
விளிம்பின் பாாதி

2 மீ

1 மீ 1 மீ

3 
மீ

3 
மீ

(1)	 எல்லாாப் பக்கங்களும் 5 செென்டிமீட்டர் நீளம் உள்ள ஒரு சதுரம்; ஒரு பக்கம் 5 
செென்டிமீட்டரும் அதிலிருந்து எதிர்உச்சிக்கு உள்ள உயரம் 8 செென்டிமீட்டரும் 
உடைைய நாான்கு இருசமபக்க முக்கோ�ோணங்கள்; இவற்றைைச் சேேர்த்து வைைத்து ஒரு 
சதுரக்கூம்பு உருவாாக்கவும். அதற்கு எத்தனை� சதுர செென்டிமீட்டர் காாகிதம் தேேவைை?

(2)	 சதுரக்கூம்பு வடிவில் உள்ள ஒரு விளைையாாட்டுப் பொ�ொருளின் அடிப்பக்க விளிம்பு  16 
செென்டிமீட்டரும், சாாய்வுயரம் 10 செென்டிமீட்டரும் ஆகும். இத்தகைைய  500 விளைையாாட்டுப் 
பொ�ொருட்களுக்கு நிறம் தீட்டுவதற்குச் சதுரமீட்டருக்கு 80 ரூபாாய் வீதம் எவ்வளவு 
செெலவாாகும்?
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(3)	 ஒரு சதுரக்கூம்பின் பக்கமுகங்கள் சமபக்க முக்கோ�ோணங்கள் ஆகும். அடிப்பக்க விளிம்பின் 
நீளம் 30 செென்டிமீட்டர். அதன் மொ�ொத்தப்பரப்பளவு எவ்வளவு ?

(4)	 ஒரு சதுரக்கூம்பின் அடிப்பக்கச் சுற்றளவு 40 செென்டிமீட்டரும், விளிம்புகளின் மொ�ொத்த 
நீளம் 92 செென்டிமீட்டரும் ஆகும். கூம்பின் மொ�ொத்தப்பரப்பளவைைக் கணக்கிடுக.

(5)	 பக்கமுகப் பரப்பளவு, அடிப்பக்கப் பரப்பளவிற்குச் சமமாான சதுரக்கூம்பைை உருவாாக்க 
இயலுமாா?

எகிப்தின் பிரமிடுகள்
பிரமிடு எனக்கூறும் போ�ோது, மனதில் தோ�ோன்றும் 
வடிவம் எகிப்தின் பிரமிடுகளே�. எகிப்தின் 
பல்வே�று பகுதிகளிலிருந்து 138 பிரமிடுகளைைக் 
கண்டுபிடித்துள்ளனர். ஏறக்குறைைய BCE 
இரண்டாாயிரத்தில் இவற்றில் பல கட்டப்பட்டுள்ளன.

4 
மீ

ட்ட
ர்

6 மீட்டர்

C M

A

உயரமும் சாாய்வுயரமும்
கூம்புகளின் அளவுகளில் பலவே�ளைைகளில் உயரம் மிக முக்கியமாாகும். இந்தக் கணக்கைைப் 
பாார்க்கவும்.

சதுரக்கூம்பின் வடிவத்தில் ஒரு கூடாாரம் அமைைக்க வே�ண்டும். அடிப்பக்க நீளம்
6  மீட்டரும் கூடாாரத்தின் உயரம் 4 மீட்டரும் இருக்க வே�ண்டும். இதனை� அமைைப்பதற்கு 
எத்தனை� சதுரமீட்டர் கித்தாான் தேேவைை?

கூடாாரத்தின் பக்கங்களாான முக்கோ�ோணங்களின் பரப்பளவைைக் கணக்கிடுவதற்குச் சாாய்வுயரம் 
தேேவைை அல்லவாா? தரப்பட்டுள்ள விவரங்களைைப் பயன்படுத்தி, அதனை� எவ்வாாறு கண்டுபிடிக்கலாாம் ? 

இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

நமக்குத் தேேவைையாான சாாய்வுயரம் AM ஆகும். CM ஐ 
இணை�த்தாால், AM கர்ணம் ஆன ஒரு செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணம் கிடைைக்கும் அல்லவாா? அதில் CM இன் 
நீளம் எத்தனை�?
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பெெரிய பிரமிடு
எகிப்தில், கிஸாாவில் 
உள்ள பெெரிய பிரமிடேே 

(Great Pyramid of Giza) மிகப் 
பெெரிய பிரமிடு. இதன் 
அடிப்பக்கமாான சதுரத் 
திற்கு ஏறக்குறைைய அரைை 
இலட்சம் சதுரமீட்டர் பரப்பளவு உள்ளது. உயரம் 
ஏறக்குறைைய 140 மீட்டர். இதனை�க் கட்டுவதற்கு 
இருபது ஆண்டு கள்வரைை தேேவைைப்பட்டிருக்கும் 
என்று கணக்கிடப் ட்டுள்ளது

சரியாான சதுரத்திலிருந்து தொ�ொடங்கி, பூதாாகாார 
மாான கற்களாால் மே�ல்நோ�ோக்கிக் கட்டியெ�ழுப்பி, ஒரு 
புள்ளியில் முடிகின்ற இந்த ஆடம்பரக் கல்லறைைகள், 
மனித உழைைப்பு, கட்டுமாானக் கலைை, கணித 
அறிவு ஆகியவற்றின் குறியீடுகளாாக உயர்ந்து 
நிற்கின்றன. 

24 செெ.மீ

18
 செ

ெ.
மீ

24 செெ.மீ

30
 செ

ெ.மீ
(1)	 படத்தில் காாண்பிக்கப்பட்டுள்ள  

அளவுகளில் ஒரு சதுரத்தைையும், 
நாான்கு முக்கோ�ோணங்களைை  
யும் பயன்படுத்திச் சதுரக் கூம்பு 
உருவாாக்கப்பட்டது.

	 கூம்பின் உயரம் எவ்வளவு?
	

	 சதுரமும் முக்கோ�ோணங்களும் 
இவ்வாாறெ�னில்?

படத்திலிருந்து AM = 3 4
2 2+  = 5 மீட்டர் எனக் கணக்கிடலாாம்.

அப்போ�ோது கூடாாரம் அமைைப்பதற்கு, ஒரு பக்க நீளம்  6 மீட்டரும், அதிலிருந்துள்ள உயரம் 5 மீட்டரும் 
உடைைய நாான்கு இரு சமப்பக்க முக்கோ�ோணங்கள் வே�ண்டும். 
இவற்றின் மொ�ொத்தப் பரப்பளவு, 4 × 

2

1  × 6 × 5 = 60 சதுரமீட்டர் அல்லவாா. இவ்வளவு கித்தாான் 
கூடாாரம் அமைைப்பதற்குத் தேேவைைப்படுகிறது.
இந்தக் கணக்கில் கண்ட கருத்து எல்லாாச் 
சதுரக்கூம்புகளுக்கும் பொ�ொருந்துகிறது அல்லவாா. எந்த 
சதுரக்கூம்பின் உள்ளே�யும், சாாய்வுயரம் கர்ணம் 
ஆன ஒரு செெங்கோ�ோண முக்கோ�ோணம் உண்டு என 
ஊகிக்கலாாம். கூம்பின் உயரமும், அடிப்பக்க விளிம்பின் 
பாாதியும் அதன் செெங்குத்துப் பக்கங்கள் ஆகும்.
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(2)	 காாகிதத்தைை வெ�ட்டி ஒரு சதுரக்கூம்பு உருவாாக்க வே�ண்டும். அடிப்பக்க விளிம்பு 10 
செென்டிமீட்டராாகவும், உயரம் 12 செென்டிமீட்டராாகவும் இருக்கவே�ண்டும். முக்கோ�ோணங்களின் 
அளவுகள் எவ்வளவாாக இருக்க வே�ண்டும்?

(3)	 எந்தச் சதுரக்கூம்பிலும் உயரம், சாாய்வுயரம், பக்கவிளிம்பு 
ஆகியவற்றின் வர்க்கங்கள் ஒரு கூட்டுத்தொ�ொடரில் ஆகும் 
என நிறுவுக.

(4)	 படத்தில் தரப்பட்டிருக்கும் இருசமபக்கமுக்கோ�ோணம் 
பக்கங்களாாக உள்ள சதுரக்கூம்பைை உருவாாக்க வே�ண்டும். 
அதன் உயரம் எவ்வளவாாக இருக்கும்? அடிப்பக்கம் 30 
செென்டிமீட்டருக்குப் பதிலாாக 40 செென்டிமீட்டர் ஆனாால் ?

25
 செ

ெ.மீ

25 செெ.மீ

30 செெ.மீ

சமமாான எந்த நாான்கு இரு சமப்பக்க முக்கோ�ோணங்களைைப் பயன்படுத்தியும் சதுரக்கூம்பு 
உருவாாக்க இயலுமாா? 

கூம்பின் கனஅளவு 
எந்தப் பட்டகத்தினுடைையவும் அடிப்பக்கப் பரப்பளவு, உயரம் 
ஆகியவற்றின் பெெருக்கற்பலனே� அதன் கன அளவு எனக் 
கண்டோ�ோம் அல்லவாா. ஒரு கூம்பின் கனஅளவோ�ோ?

ஒரு சதுரக்கூம்பு எடுக்கலாாம். முதலில் ஒரு செெய்முறைைப் 
பயிற்சியைை மே�ற்கொ�ொள்வோ�ோம். கட்டியாான அட்டைையைைப் 
பயன்படுத்தி, ஒரு திறந்த சதுரக்கூம்பு உருவாாக்கவும். 
இனி இதேே அடிப்பக்கமும் உயரமும் உள்ள ஒரு திறந்த 
சதுரப்பட்டகமும் உருவாாக்கவும். 

கூம்பில் மணல் நிறைைத்து, பட்டகத்தினுள் போ�ோடவும். மணல் 
நிரம்பிய பகுதியின் உயரம் பட்டகத்தின் உயரத்தின் எத்தனை� 
பாாகம் ஆகும் என அளந்து பாார்க்கவும். மூன்றில் ஒன்று அல்லவாா? 
பட்டகம் நிறைைவதற்கு எத்தனை� முறைை இதைைப் போ�ோன்று 
கூம்பில் மணல் எடுக்க வே�ண்டும்?

அப்போ�ோது பட்டகத்தின் கனஅளவு, கூம்பின் கனஅளவின் மூன்று 
மடங்கு ஆகும் எனக் காாணலாாம். (இதன் கணிதம் சாார்ந்த 
விளக்கம் பாாடத்தின் இறுதிப்பகுதியில் தரப்பட்டுள்ளது) 

பட்டகத்தின் கனஅளவு, அடிப்பக்கப் பரப்பளவு, உயரம் 
ஆகியவற்றின் பெெருக்கற்பலன் ஆகும் என ஒன்பதாாம் வகுப்பில் 
கண்டுள்ளோ�ோம்.

அப்போ�ோது சதுரக்கூம்பின் கனஅளவைைக் குறித்து என்ன 
கூறலாாம்? 

கூம்புக் கன அளவு 

ஒரேே அடிப்பக்கமும் ஒரேே 
உயரமும் உள்ள ஒரு சதுரக் 
கூம்பைையும், சதுரப் பட்டகத்தைையும் 
ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் உருவாாக்கவும். 
இதைை விரைைவாாகப் பகுத்தறிய உள்ளே� 
இருக்கும் கூம்பின் நிறத்தைை மாாற்றிக் 
கொ�ொடுப்பதுடன் Opacity 100 ஆக்கவும் 
செெய்தாால் போ�ோதும் (Object properties → 
Color) Volume பயன்படுத்திக் கூம்பு. 
பட்டகம் ஆகியவற்றின் கன அளவைைக் 
கணக்கிடுக. இவற்றின் இடைையே� 
உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன? இவற்றின் 
அடிப்பக்கமும் உயரமும் மாாற்றினாால்? 
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சதுரக்கூம்பின் கனஅளவு என்பது, அடிப்பக்கப் பரப்பளவு, உயரம் ஆகியவற்றின் பெெருக்கற் 
பலனின் மூன்றிலொ�ொன்று ஆகும். 

எடுத்துக்காாட்டாாக, அடிப்பக்க விளிம்புகள் 10 செென்டிமீட்டரும், உயரம் 8 செென்டிமீட்டரும் உள்ள 

சதுரக்கூம்பின் கனஅளவு 
3

1  × 102 × 8 = 
3

2
266  கனசெென்டிமீட்டர் ஆகும்

 உலோ�ோகத்தாால் ஆன ஒரு கன சதுரக்கட்டைையின் ஒரு விளிம்பின் நீளம் 15 செென்டிமீட்டர் ஆகும். 
இதனை� உருக்கி 25 செென்டிமீட்டர் அடிப்பக்க விளிம்பு உள்ள ஒரு சதுரக்கூம்பு உருவாாக்கினாால், 
அதன் உயரம் எவ்வளவு?

கன சதுரக்கட்டைையின் கனஅளவு 153 கனசெென்டிமீட்டர். 

உருக்கி உருவாாக்குகின்ற சதுரக்கூம்பின் கனஅளவும் இதுவே� ஆகும். அடிப்பக்கப் பரப்பளவைை 
உயரத்தின் மூன்றிலொ�ொன்றாால் பெெருக்கியதல்லவாா கூம்பின் கன அளவு. 

தரப்பட்டுள்ள கணக்கில், கூம்பின் அடிப்பக்கப்பரப்பளவு 252 சதுரமீட்டர் ஆனதாால், உயரத்தின் 

மூன்றிலொ�ொன்று 
25

15
2

3

  எனவும், அதிலிருந்து உயரம்

3
25

15
2

3

#  = 16.2 செென்டிமீட்டர்

எனவும் காாணலாாம்.

(1)	 அடிப்பக்க விளிம்பு 10 செென்டிமீட்டரும், சாாய்வுயரம் 15 செென்டிமீட்டரும் ஆன 
சதுரக்கூம்பின் கனஅளவு எவ்வளவு?

(2)	 இரு சதுரக் கூம்புகளின் கனஅளவுகள் சமம் ஆகும். முதல் கூம்பின் அடிப்பக்க 
விளிம்பின் நீளத்தின் பாாதி, இரண்டாாவது கூம்பின் அடிப்பக்க விளிம்பின் நீளம். 
முதல் கூம்பின் உயரத்தின் எத்தனை� மடங்கு இரண்டாாவது கூம்பின் உயரம் ?

(3)	 இரு சதுரக்கூம்புகளின் அடிப்பக்க விளிம்புகள்  1 : 2 என்ற விகிதத்திலும் அவற்றின் 
உயரங்கள்  1 : 3 என்ற விகிதத்திலும் ஆகும். முதல் கூம்பின் கனஅளவு 180 கன 
செென்டிமீட்டர் ஆகும். இரண்டாாவது கூம்பின் கனஅளவு எவ்வளவு ?

(4)	 எல்லாா விளிம்புகளும் சமமாான ஒரு சதுரக்கூம்பின் அடிப்பக்க விளிம்பின் நீளம் 18 
செென்டிமீட்டர் ஆகும். கூம்பின் கனஅளவைைக் கணக்கிடுக. 

(5)	 ஒரு சதுரக்கூம்பின் சாாய்வுயரம் 25 செென்டிமீட்டரும் மொ�ொத்தப்பரப்பளவு 896 
சதுரசெென்டிமீட்டரும் ஆகும். கூம்பின் கனஅளவைைக் கணக்கிடுக.

(6)	 எல்லாா விளிம்புகளும் சம நீளமுள்ள ஒரு சதுரக்கூம்பின் உயரம் 12 செென்டி மீட்டர் 
ஆகும். அதன் கனஅளவு எவ்வளவு ?

(7)	 அடிப்பக்கச் சுற்றளவு 64 செென்டிமீட்டரும் கனஅளவு 1280 கன செென்டி மீட்டரும் 
உடைைய சதுரக்கூம்பின் மொ�ொத்தப்பரப்பளவு எவ்வளவு?
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வட்டக்கூம்பு
உருளைையைைப் போ�ோன்று அடிப்பக்கம் வட்டமாான கூம்புகள் உள்ளன.

இவற்றைை வட்டக்கூம்புகள் (cones) என்று கூறுகிறோ�ோம். செெவ்வகத்தைை வளைைத்து உருளைை 
உருவாாக்கியது போ�ோன்று. ஒரு வட்டப்பகுதியைை வளைைத்து வட்டக்கூம்பைை உருவாாக்கலாாம். 
(மூடிய கூம்பு உருவாாக்க வே�ண்டுமெ�னில் வே�று ஒரு சிறிய வட்டமும் தேேவைை) 

இதில் வளைைக்கும் வட்டப்பகுதியின் அளவுகளுக்கும், உருவாாக்கிய வட்டக்கூம்பின் அளவுகளுக்கும் 
இடைையே� உள்ள தொ�ொடர்பு என்ன? 

வட்டக்கூம்பு 

சதுரக்கூம்பைைப் 
போ�ோன்று வட்டக் கூம்பைையும் 
ஜி யோ�ோ  ஜி ப் ராா வி ல் 
வரைையலாாம். Graphics இல் 
ஒரு வட்டம் வரைைந்து 3D 
Graphics இல் Extrude to 
Pyramid or Cone பயன்படுத்தி 
வட்டக்கூம்பு வரைையலாாம். 
தேேவைையெ�னில் ஆரமும் 
உயரமும் மாாற்று வதற்குச் 
சிலைைடர்களைைப் பயன் 
படுத்தலாாம்.

ஆ
ரம்

வில்

சாா
ய்

வு
யர

ம்
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வட்டப்பகுதியின் ஆரம், கூம்பின் சாாய்வுயரம் ஆகும். வட்டப்பகுதியின் வில்லின் நீளம், கூம்பின் 
அடிப்பக்கச் சுற்றளவும் ஆகும். 

பெெரும்பாாலும் வட்டப்பகுதியின் அளவு மைையக்கோ�ோணத்தின் அடிப்படைையில் கூறப்படுகிறது. இந்தக் 
கணக்கைைப் பாார்க்கலாாம்:  

ஆரம் 12 செென்டிமீட்டர் உள்ள ஒரு வட்டத்திலிருந்து  45° மைையக்கோ�ோணம் உள்ள 
வட்டப்பகுதியைை வெ�ட்டியெ�டுத்து, அதைை வளைைத்து உருவாாக்கும் வட்டக்கூம்பின் சாாய்வுயரமும் 
அடிப்பக்கத்தின் ஆரமும் எவ்வளவு? 

கூம்பின் சாாய்வுயரம், வட்டத்தின் ஆரமாான 12 செென்டிமீட்டர் தாான். அடிப்பக்கத்தின் ஆரம்?

45° என்பது, 360° இன் 
8

1  பாாகம் அல்லவாா. வட்டப்பகுதியின் வில்லின் நீளம், மைையக்கோ�ோணத்திற்கு 
விகித சமத்திலாாகும். அப்போ�ோது இந்த வட்டப்பகுதியின் வில்லின் நீளம், வட்டத்தின் சுற்றளவின் 

8

1  

பாாகம் ஆகும். இந்த வில்லே� கூம்பின் அடிப்பக்க வட்டம். அதாாவது, கூம்பின் அடிப்பக்க வட்டத்தின் 
சுற்றளவு, வட்டப்பகுதியைை வெ�ட்டியெ�டுத்த பெெரிய வட்டத்தின் 

8

1  பாாகம் ஆகும். ஆரங்கள், 
சுற்றளவுகளுக்கு விகித சமம் ஆனதாால், சிறிய வட்டத்தின் ஆரம், பெெரிய வட்டத்தின் ஆரத்தின் 

8

1  

பாாகமே� ஆகும். அதாாவது கூம்பின் அடிப்பக்கத்தின் ஆரம்

12 × 
8

1   = 1.5 செென்டிமீட்டர்..

மாாறாாக ஒரு வினாா ஆனாால்?

அடிப்பக்கத்தின் ஆரம் 5 செென்டி மீட்டரும், சாாய்வுயரம் 15 செென்டி மீட்டருமாான ஒரு 
வட்டக்கூம்பைை உருவாாக்குவது எவ்வாாறு?

வட்டக்கூம்பு உருவாாக்குவதற்கு வட்டப்பகுதி தேேவைை. சாாய்வுயரத்திற்கு 15 செென்டி மீட்டர் தேேவைை 
என்பதாால், 15 செென்டி மீட்டர் ஆரம் உள்ள வட்டத்திலிருந்தேே வட்டப்பகுதியைை வெ�ட்டியெ�டுக்க 
வே�ண்டும். அதன் மைையக்கோ�ோணம் எவ்வளவாாக இருக்க வே�ண்டும்?

கூம்பின் அடிப்பக்கமாான சிறிய வட்டத்தின் ஆரம். வட்டப்பகுதியைை வெ�ட்டியெ�டுக்கின்ற 

பெெரியவட்டத்தின் ஆரத்தின் 
15

5

3

1=  பாாகம் அல்லவாா. (அது  எவ்வாாறு?) அப்போ�ோது சிறிய 

வட்டத்தின் சுற்றளவு. பெெரியவட்டத்தின் சுற்றளவின் 
3

1  பாாகம் ஆகும். சிறிய வட்டத்தின் சுற்றளவு, 
வட்டப்பகுதியின் வில்லின் நீளம் அல்லவாா. அப்போ�ோது வட்டப்பகுதியின் வில் அது வெ�ட்டியெ�டுத்த 

வட்டத்தின் 
3

1  பாாகம் ஆகும். ஆகவே�, அதன் மைையக்கோ�ோணம் 360° × 
3

1  = 120°.

(1)	 ஆரம் 10 செென்டிமீட்டரும், மைையக்கோ�ோணம் 60° உம் உள்ள வட்டப்பகுதியைை 
வளைைத்து உருவாாக்கும் வட்டக்கூம்பின் அடிப்பக்கத்தின் ஆரமும் சாாய்வுயரமும் 
எவ்வளவு ?

(2)	 அடிப்பக்கத்தின் ஆரம் 10 செென்டிமீட்டரும் சாாய்வுயரம் 25 செென்டிமீட்டரும் உடைைய 
வட்டக்கூம்பு உருவாாக்குவதற்குத் தேேவைையாான வட்டப்பகுதியின் மைையக்கோ�ோணம் 
என்ன ?

(3)	 ஓர் அரைைவட்டத்தைை வளைைத்து உருவாாக்குகின்ற வட்டக்கூம்பின் ஆரத்திற்கும் 
சாாய்வுயரத்திற்கும் இடைையில் உள்ள விகிதம் என்ன?
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ஜியோ�ோஜிப்ராாவில் 
உருவாாக்கிய 
வட்டக்கூம்பின் 

வளைைதளப்பரப்பளவு Algebra இல் 
Surface என்பதில் காாணலாாம்.

வளைைதளப்பரப்பளவு 

ஒரு வட்டக்கூம்பின் வளைைதளப்பரப்பளவு, 
அதைை உருவாாக்குவதற்குப் பயன்படுத்திய 
வட்டக்கூம்பின் பரப்பளவு அல்லவாா, கூம்பின் 
அடிப்பக்க ஆரம் r எனவும், சாாய்வுயரம் l 
எனவும் எடுத்தாால், வட்டப்பகுதியின் ஆரம் l 
எனவும், மைையக்கோ�ோணம் l

r
 × 360° எனக் 

கிடைைக்கும். அப்பொ�ொழுதும் அதன் பரப்பளவு 

l
r

360

1
360# #c m × πl2 = πrl

எனக் கணக்கிடலாாம். (ஒன்பதாாம் வகுப்பில் 
வட்டப்பகுதியின் பரப்பளவு கண்டு பிடித்ததைை 
நினை�வில் கொ�ொள்க)
அதாாவது. வட்டக்கூம்பின் வளைைதளப் 
பரப்பளவு என்பது அடிப்பக்கச்சுற்றளவு, 
சாாய்வுயரம் ஆகியவற்றின் பெெருக்கற்பலனின் 
பாாதி ஆகும். 

உ
யர

ம்

வளைைதளப் பரப்பளவு
உருளைையில் உள்ளதைைப் போ�ோன்று, வட்டக்கூம்பிற்கும் ஒரு வளைைதளம் உள்ளது.அது சரிந்து 
உயர்கின்ற பாாகம் ஆகும். வட்டக்கூம்பு வளைைத்து உருவாாக்குவதற்குப் பயன்படுத்திய வட்டப்பகுதியின் 
பரப்பளவே� இந்த வளைைதளத்தின் பரப்பளவு (உருளைையிலும், அதன் வளைைதளம் வளைைத்து 
உருவாாக்கப் பயன்படுத்திய செெவ்வகத்தின் பரப்பளவு அல்லவாா, 
வளைைதளப்பரப்பளவு)

இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும். 

ஆரம் 8 செென்டிமீட்டரும் சாாய்வுயரம் 30 செென்டிமீட்டரும் உள்ள 
வட்டக்கூம்பு வடிவில் ஒரு தொ�ொப்பி செெய்வதற்கு எத்தனை� 
சதுரசெென்டிமீட்டர் காாகிதம் தேேவைைப்படும் ?
இத்தகைைய தொ�ொப்பியைைச் செெய்வதற்குத் தேேவைையாான வட்டப்பகுதியின் பரப்பளவைைக் 
கண்டுபிடிக்க வே�ண்டும். சாாய்வுயரம் 30 செென்டிமீட்டர் வே�ண்டும் என்பதாால், இத்தகைைய ஆரம் 
உள்ள வட்டத்திலிருந்தேே வட்டப்பகுதியைை வெ�ட்டி எடுக்க வே�ண்டும்.

மே�லும், கூம்பின் அடிப்பக்கமாான சிறிய வட்டத்தின் ஆரம் 8 செென்டிமீட்டராாக இருக்க வே�ண்டும். 

அதாாவது வட்டப்பகுதி வெ�ட்டியெ�டுக்கப்படும் பெெரிய வட்டத்தின் ஆரத்தின் 
30

8

15

4= பாாகமாாகும். 

அப்போ�ோது சிறிய வட்டத்தின் சுற்றளவு, பெெரிய வட்டத்தின் சுற்றளவின் இதேே பாாகம் ஆகும். சிறிய 
வட்டத்தின் சுற்றளவே�, வெ�ட்டியெ�டுக்க வே�ண்டிய வட்டப் பகுதியின் வில்லின் நீளம் ஆகும். 
இவ்வாாறு பாார்க்கும் போ�ோது, வெ�ட்டியெ�டுக்க வே�ண்டிய வட்டப்பகுதி வட்டத்தின் 

15

4  பாாகம் எனக் 
காாணலாாம். அதனாால், அதன் பரப்பளவு, இந்த வட்டத்தின் இதேே பாாகம் ஆகும். அதாாவது

π × 302 × 
15

4  = π × 2 × 30 × 4 = 240π சதுர செென்டிமீட்டர்

அப்போ�ோது தொ�ொப்பி செெய்வதற்கு 240π சதுர செென்டிமீட்டர் காாகிதம் தேேவைை. (செெயல் செெய்து, இது 
ஏறக்குறைைய 754 சதுர செென்டிமீட்டர் எனக் காாணலாாம்) .

சதுரக்கூம்பைைப்போ�ோன்று வட்டக் கூம்பிலும் உச்சியிலிருந்து 
அடிப் பக்கத்திற்கு உள்ள செெங்குத்துத் தூரமே� உயரம். இது 
வட்டக் கூம்பில் அடிப்பக்கமாான வட்டத்தின் மைையத்திற்கும், 
உச்சிக்கும் இடைையே� உள்ள தூரமாாகும்.
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உ
யர

ம்

அடிப்பக்க ஆரம்

சாாய்வு
யரம்

சதுரக்கூம்பைைப் போ�ோன்று வட்டக் கூம்பிலும், உயரம், 
சாாய்வுயரம் என்பனவற்றின் இடைையே� ஒரு செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணத் தொ�ொடர்பு உண்டு:  

எடுத்துக்காாட்டாாக, அடிப்பக்கத்தின் ஆரம் 5 செென்டிமீட்டர். 
உயரம் 10 செென்டிமீட்டர் உள்ள வட்டக்கூம்பின் சாாய்வுயரம்
5 10 125 5 5
2 2� � �  செென்டிமீட்டர் ஆகும்.

(1)	 அடிப்பக்கத்தின் ஆரம் 12 செென்டிமீட்டரும், சாாய்வுயரம் 25 செென்டிமீட்டரும் உள்ள 
ஒரு வட்டக்கூம்பின் வளைைதளப் பரப்பளவு எவ்வளவு ? 

(2)	 அடிப்பக்கத்தின் விட்டம் 30 செென்டிமீட்டரும், உயரம் 40 செென்டிமீட்டரும் உள்ள 
வட்டக்கூம்பின் மொ�ொத்தப்பரப்பளவு எவ்வளவு? 

(3)	 வட்டக்கூம்பு வடிவத்தில் உள்ள ஒரு பூவாாணத்தின் அடிப்பக்கத்தின் விட்டம் 10 
செென்டிமீட்டரும், உயரம் 12 செென்டிமீட்டரும் ஆகும். இவ்வாாறாான 10000 பூவாாணங்களின் 
வெ�ளிப்பக்கம் முழுவதும் வண்ணக்காாகிதம் ஓட்ட வே�ண்டும். வண்ணக் காாகிதத்தின் 
ஒரு சதுரமீட்டருக்கு 2 ரூபாாய் எனில் மொ�ொத்தம் எவ்வளவு செெலவாாகும் ?

(4)	 ஓர் அரைைவட்டத்தைை வளைைத்து உருவாாக்கும் வட்டக்கூம்பின் வளைைதளப் பரப்பளவு 
அதன் அடிப்பக்கப் பரப்பளவின் இரு மடங்காாகும் என நிறுவுக. 

வட்டக்கூம்பின் கனஅளவு 

சதுரக் கூம்பின் கனஅளவைைக் கண்டுபிடிப்பதற்குச் செெய்ததைைப் 
போ�ோன்று ஒரு செெய்முறைைசாார் பயிற்சியைை இங்கும் மே�ற்கொ�ொள்வோ�ோம் 
ஒரு வட்டக்கூம்பு உருவாாக்கவும். அதேே அடிப்பக்கமும் உயரமும் 
உள்ள ஓர் உருளைையைை உருவாாக்கவும். கூம்பில் மணல் நிறைைத்து 
உருளைையில் போ�ோடவும். இங்கும் கூம்பின் கனஅளவு, உருளைையின் 
கனஅளவில் மூன்றிலொ�ொரு பாாகம் எனக் காாணலாாம். அதாாவது, 

வட்டக்கூம்பின் கனஅளவு என்பது அடிப்பக்கப் பரப்பளவு, உயரம் இவற்றின் பெெருக்கற் 
பலனின் மூன்றிலொ�ொன்றாாகும். 

(இதன் கணிதம் சாார்ந்த விளக்கம், பாாடத்தின் இறுதியில் தரப்பட்டுள்ளது).
எடுத்துக்காாட்டாாக, அடிப்பக்கத்தின் ஆரம் 4 செென்டிமீட்டரும், உயரம் 6 செென்டிமீட்டரும் உள்ள 
வட்டக்கூம்பின் கனஅளவு

3

1  × π × 42 × 6 = 32π கனசெென்டிமீட்டர்

வட்டக்கூம்பின் 
கனஅளவு 

கூம்புகளின் கனஅளவு என்ற 
பகுதியில் செெய்ததைைப்போ�ோன்று 
ஒரேே அடிப்பக்கமும் ஒரேே உயர 
மும் உள்ள ஒரு வட்டக் கூம்பும் 
ஓர் உருளைையும் உருவாாக்கவும். 
இவற்றின் கனஅளவுகளைை 
ஒப்பிடுக.
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கோ�ோளம்
பந்து விளைையாாட்டின் ஈர்ப்பு, இனிப்பாான லட்டு 
ஆகியவற்றின் வழியாாகக் கோ�ோளங்களைை 
அனுபவித்து உள்ளோ�ோம். இனி கோ�ோளத்தின் 
கணிதம் பற்றிப் பாார்க்கலாாம். (ஆங்கிலத்தில் 
கோ�ோளத்தைை sphere என்று கூறுவர்).

உருளைையைையோ�ோ வட்டக்கூம்பைையோ�ோ அடிப்பக்கத் 
திற்கு இணை�யாாக வெ�ட்டினாால் வட்டம் கிடைைக்கும். 
கோ�ோளத்தைை எவ்வாாறு வெ�ட்டினாாலும் வட்டம் கிடைைக்கும்:

ஒரு வட்டத்தின் மைையத்திலிருந்து அதில் உள்ள எந்தப் புள்ளிக்கும் உள்ள தூரம் சமம் அல்லவாா. 
கோ�ோளத்திற்கும் இது போ�ோன்ற மைையம் உள்ளது. அதிலிருந்து கோ�ோளத்திலுள்ள எந்தப் புள்ளிக்கும் 
உள்ள தூரம் சமமாாகும். இந்தத் தூரத்தைை கோ�ோளத்தின் ஆரம் என்று கூறுவர். ஆரத்தின் இருமடங்கு 
விட்டம் ஆகும்.

ஒரு கோ�ோளத்தைை இருசமபகுதிகளாாக வெ�ட்டினாால் கிடைைக்கும் வட்டத்தின் 
மைையம், ஆரம், விட்டம் இவைை எல்லாாம் கோ�ோளத்தின் மைைய மும், ஆரமும், 
விட்டமும் ஆகும்.

இதுவரைை கண்ட வடிவங்களில் செெய்ததைைப்போ�ோன்று கோ�ோளத்தைை 
வெ�ட்டி நிமிர்த்தி மே�ற்பரப்பளவு கண்டுபிடிக்க இயலாாது. சிறிய சுருக்கோ�ோ, 
இழுத்து நீட்டலோ�ோ இல்லாாமல், கோ�ோளத்தைை வெ�ட்டி நிரப்பாாக வைைக்க 
இயலாாது என்பதேே காாரணம்.

ஆனாால், ஒரு கோ�ோளத்தின் ஆரம் r என எடுத்தாால், மே�ற்பரப்பளவு 4πr2 ஆகும் எனத் 
தெெளிவுபடுத்தலாாம். (விளக்கம் பாாடத்தின் இறுதியில் தரப்பட்டுள்ளது). 

(1)	 உருளைை வடிவில் உள்ள ஒரு மரக்கட்டைையின் அடிப்பக்கத்தின் ஆரம் 15 செென்டிமீட்டர், 
உயரம் 40 செென்டிமீட்டர். இதிலிருந்து செெதுக்கி எடுக்கக்கூடிய மிகப்பெெரிய 
வட்டக்கூம்பின் கனஅளவு எவ்வளவு? 

(2)	 அடிப்பக்கத்தின் ஆரம் 12 செென்டிமீட்டரும், உயரம் 20 செென்டிமீட்டரும் உள்ள 
கட்டியாான உருளைையைை உருக்கி, அடிப்பக்கத்தின் ஆரம் 4 செென்டிமீட்டரும் உயரம் 

5 செென்டிமீட்டரும் உடைைய எத்தனை� வட்டக்கூம்புகள் உருவாாக்கலாாம் ? 

(3)	 216° மைையக்கோ�ோணமும் 25 செென்டிமீட்டர் ஆரமும் உள்ள ஒரு வட்டப்பகுதியைை 
வளைைத்து, வட்டக்கூம்பு உருவாாக்கினாால், அதன் ஆரமும் உயரமும் எவ்வளவாாக 
இருக்கும்? கனஅளவு ?

(4)	 இரு வட்டக்கூம்புகளின் ஆரங்களின் விகிதம் 3 : 5, உயரங்களின் விகிதம் 2 : 3, 
இவற்றின் கனஅளவுகளின் விகிதம் எவ்வளவு ?

(5)	 ஒரேேகன அளவு உள்ள இரு வட்டக்கூம்புகளின் ஆரங்கள் 4 : 5 என்ற விகிதத்தில் 
ஆகும். அவற்றின் உயரங்களின் விகிதத்தைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.
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 கோ�ோளமும் உருளைையும் 

ஒரு கோ�ோளத்தைை மிகச்சரியாாக உட்கொ�ொள் 
ளும் உருளைையின் ஆரம் கோ�ோளத்தின் 
ஆரம் ஆகும். உயரம் இந்த ஆரத்தின் இரு 
மடங்கு அல்லவாா:  அதாாவது, கோ�ோளத்தின் 
ஆரம் r என எடுத்தாால், 
உருளைையின் ஆரம் r, 
உயரம் 2r. அப்போ�ோது 
உருளைையின் மொ�ொத்தப் 
பரப்பளவு

(2πr × 2r)+(2×πr2)=6πr2

கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவு 4πr2. இந்த 
இரு பரப்பளவுகளின் இடைையே� உள்ள 
விகிதம் 3 : 2.
மே�லும் உருளைையின் கனஅளவு 

πr2 × 2r = 2πr3 உம் 

கோ�ோளத்தின் கனஅளவு 
3

4 πr3 ஆனதாால், 
கனஅளவுகளின் இடைையே� உள்ள 
விகிதம் 3 : 2 ஆகும்.

வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறினாால்,

கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவு அதன் ஆரத்தின் வர்க்கத்தைை 4π ஆல் பெெருக்கியதாாகும்.

மே�லும், ஆரம் r ஆன கோ�ோளத்தின் கனஅளவு 
3

4 πr3 என்று விளக்கப்பட்டுள்ளது. (இதன் விளக்கமும் 
பாாடத்தின் இறுதியில் தரப்பட்டுள்ளது.)

இந்தக் கணக்கைைப் பாார்க்கவும்:

எல்லாா விளிம்புகளின் நீளம் 8 செென்டிமீட்டர் ஆன ஒரு 
சதுரக் கட்டைையிலிருந்து செெதுக்கி எடுக்கப்படும் மிகப்பெெரிய 
கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவு எவ்வளவு?

கோ�ோளத்தின் விட்டம், சதுரக் கட்டைையின் விளிம்பின் நீளம் 
ஆகும் என்று படத்திலிருந்து காாணலாாம் அல்லவாா. அப்போ�ோது 
கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவு

4π × 42 = 64π சதுரசெென்டிமீட்டர்

வே�றொ�ொரு கணக்கைைப் பாார்க்கலாாம்:

12 செென்டிமீட்டர் ஆரம் உள்ள கட்டியாான ஒரு கோ�ோளத்தைை 

8 செெ.மீ

8 செெ.மீ

இரு சமப்பாாகங்களாாக வெ�ட்டினாால் கிடைைக்கும் ஓர் அரைைக் 
கோ�ோளத்தின் (hemisphere) மொ�ொத்த மே�ற்பரப்பளவு எவ்வளவு ?

கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவின் பாாதியும் ஒரு வட்டமும் சேேர்ந்தது 

அல்லவாா அரைைக்கோ�ோளம்.

கோ�ோளத்தின் ஆரம் 12 செென்டிமீட்டர் ஆனதாால், அதன் மே�ற்பரப்பளவு

4π × 122 = 576π சதுரசெென்டிமீட்டர்.

இதன் பாாதியும் வட்டத்தின் பரப்பளவும் சேேர்ந்ததேே அரைைக்கோ�ோளத்தின் மொ�ொத்தப்பரப்பளவு. வட்டத்தின் 
ஆரம் 12 செென்டிமீட்டர் ஆனதாால், அதன் பரப்பளவு

π × 122 = 144π சதுர செென்டிமீட்டர்.
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அப்போ�ோது அரைைக்கோ�ோளத்தின் மொ�ொத்த மே�ற்பரப்பளவு 

2

1  × 576π + 144π = 432π சதுரசெென்டிமீட்டர்

(1)	 கட்டியாான ஒரு கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவு 120 சதுரசெென்டிமீட்டர் ஆகும். அதைை 
வெ�ட்டி இரு அரைைக்கோ�ோளங்கள் ஆக்கினாால் ஒவ்வொ�ொன்றின் மொ�ொத்த மே�ற்பரப்பளவு 
எவ்வளவு ?

(2)	 இரு கோ�ோளங்களின் கனஅளவுகளின் விகிதம் 27 : 64 ஆகும். அவற்றின் ஆரங்களின் 
இடைையே� உள்ள விகிதம் எவ்வளவு? மொ�ொத்த மே�ற்பரப்பளவுகளின் விகிதமோ�ோ ? 

(3)	 உலோ�ோகத்தாால் உருவாாக்கிய ஓர் உருளைையின் நீளம் 10 செென்டிமீட்டரும். ஆரம் 
4 செென்டிமீட்டரும் ஆகும். இதைை உருக்கி 2 செென்டிமீட்டர் ஆரம் உள்ள எத்தனை� 
கோ�ோளங்களைை உருவாாக்கலாாம்?

(4)	 12 செென்டிமீட்டர் ஆரம் உள்ள ஓர் உலோ�ோகக்கோ�ோளத்தைை உருக்கி சமஅளவு உள்ள 
கட்டியாான 27 சிறிய கோ�ோளங்கள் உருவாாக்கப்பட்டன. சிறிய கோ�ோளங்களின் ஆரம் 
என்னவாாக இருக்கும் ?

(5)	 10 செென்டிமீட்டர் ஆரம் உள்ள கட்டியாான ஒரு கோ�ோளத்திலிருந்து 16 செென்டிமீட்டர் 
உயரம் உள்ள மிகப் பெெரிய வட்டக்கூம்பு வெ�ட்டி எடுக்கப் பட்டது. கூம்பின் கனஅளவு 
கோ�ோளத்தின் கனஅளவின் எத்தனை� பாாகமாாகும் ?

(6)	 கட்டியாான ஒரு கோ�ோளம், இரு அரைைவட்டங்களாாக வெ�ட்டப்பட்டுள்ளளன; ஒன்றிலிருந்து 
மிகப்பெெரிய சதுரக்கூம்பும், மற்றொ�ொன்றிலிருந்து மிகப்பெெரிய வட்டக்கூம்பும் செெதுக்கி 
எடுக்கப்படுகின்றன. இவற்றின் கனஅளவுகளின் விகிதம் எவ்வளவு?

(1)	 கட்டியாான ஓர் அரைைவட்டத்திலிருந்து செெதுக்கி எடுக்கப்படும் மிகப்பெெரிய 
சதுரக்கூம்பின் பக்கமுகங்களின் சிறப்புத்தன்மைை என்ன ?

(2)	 ஒரு கனசதுரக் கட்டைையில் சரியாாகப் பொ�ொருந்துகின்ற (மிகப்பெெரிய) உருளைை, 
வட்டக்கூம்பு, சதுரக்கூம்பு, கோ�ோளம் இவைைகளின் கனஅளவுகளுக்கு 
இடைையே�யாான தொ�ொடர்பைைக் கண்டுபிடிக்கவும்.
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பின்னிணை�ப்பு
கூம்பின் கனஅளவு, கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவு, கனஅளவு என்பனவும் கண்டுபிடிப்பதற்கு 
உரிய செெயல்பாாடுகளும் அல்லவாா பாார்த்தோ�ோம். இவைை எவ்வாாறு கிடைைத்தன என்று அறிய ஆர்வம் 
உள்ளவர்களுக்காாக அவற்றின் விளக்கங்கள் கீழே� தரப்பட்டுள்ளன.

சதுரக் கூம்பின் கனஅளவு

ஏறக்குறைைய ஒரு சதுரக்கூம்பின் வடிவத்தில் சில 
சதுரப்பலகைைகளைை அடுக்கி வைைத்ததாாக நினை�த்துக் 
கொ�ொள்வோ�ோம்.

பலகைைகளின் தடிமன் குறைையும்போ�ோது அவற்றின் 
எண்ணிக்கைை கூடுவதைைப் பொ�ொறுத்து அவற்றின் அடுக்கு 
கூடுதல் கூம்பு வடிவில் ஆகிறது.

அப்போ�ோது இந்தப் பலகைைகளின் கனஅளவுகளின் தொ�ொகைை, கூம்பின் கனஅளவுடன் நெ�ருங்கி வரும்.

எடுத்துக்காாட்டாாக, 10 பலகைைகள் பயன்படுத்தியதாாகக் 
கருதவும், ஒவ்வொ�ொரு பலகைையும் ஒரு சதுரப்பட்டகம் 
அல்லவாா. இவற்றின் உயரங்களைைச் சமமாாக எடுக்கலாாம். 

அப்போ�ோது கூம்பின் உயரம் h என எடுத்தாால், ஒரு 

பலகைையின் உயரம்  h
10

1 . இனி ஒவ்வொ�ொரு பலகைையின் 

அடிப்பக்கத்தைை எவ்வாாறு கண்டுபிடிக்கலாாம்?

கூம்பைையும் அதைைச் சுற்றியுள்ள பலகைை களின் அடுக்கைையும் 
உச்சியின் வழியே� செெங்குத்தாாக வெ�ட்டினாால் இத்தகைைய 
வடிவம் கிடைைக்கும்:
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மே�லிருந்து தொ�ொடங்கி, இருசமப்பக்க முக்கோ�ோணங்கள் பெெரியதாாகி வருகின்றன  அல்லவாா, 

இவற்றின் உயரம் அதிகரிப்பது, ஒவ்வொ�ொரு பலகைையிலும் h
10

1  என்ற அளவில் ஆகும். 
இவைையெ�ல்லாாம் வடிவொ�ொத்தவைைகள் ஆனதாால் (எதனாால்?) அடிப்பக்கங்களும் இந்த 

அளவில் அதிகரிக்கும். அதாாவது கூம்பின் அடிப்பக்கத்தைை b என எடுத்தாால், மே�லிருந்துள்ள 

முக்கோ�ோணங்களின் அடிப்பக்கம் , , ...,b b b
10

1

10

2  என்பதாாகும்

அப்போ�ோது இந்தப் பலகைைகளின் கனஅளவு

, , ...,b h b h b h
10

1

10

1

10

2

10

1

10

1
2 2

2# # #c cm m

என்பதாாகும். அவற்றின் தொ�ொகைையோ�ோ ?

... ...b h b h
10

1

10

1

10

2

10

9

10

10

1000

1
1 2 3 10

2
2 2

2

2

2

2

2
2 2 2 2 2� � � � � � � � �_ i< F

இத்தகைைய தொ�ொகைைகள் கண்டுபிடிப்பதற்கு உரிய ஒரு வழிமுறைை, கூட்டுத் தொ�ொடர்கள் என்ற 
பாாடத்தில் வர்க்கங்களின் தொ�ொகைைகள் என்ற பகுதியில் கூறப் பட்டுள்ளது.

12 + 22 + 32 + ... + 102 = 
6

1  × 10 × (10 + 1) × (2 × 10 + 1)

அப்போ�ோது கனஅளவுகளின் தொ�ொகைை

. .b h b h b h
1000

1

6

1
10 11 21

6

1

10

10

10

11

10

21

6

1
1 1 2 1

2 2 2# # # # # # # # #= =

இனி இதைைப்போ�ோன்று 100 பலகைைகள் உள்ளன என கற்பனை� செெய்து பாார்க்கவும். (அது எதுவாாயினும் 

வரைைய இயலாாது)  h
100

1  பலகைைகளின் தடிமன் ஆகும். அடிப்பக்கங்களின் விளிம்புகள் முறைையே� 

, , , ...,b b b b
100

1

100

2

100

3  என இவ்வாாறாாகும். கனஅளவுகளின் தொ�ொகைை 

	 ...b h
100

1
1 2 3 1003

2 2 2 2 2# + + + +_ i	 =	 b h
100

1

6

1
100 101 2013

2 # # # #

		  =	 b h
6

1

100

100

100

101

100

2012 # # #

		  =	 . .b h
6

1
1 01 2 01

2 # #

பலகைைகளின் எண்ணிக்கைையைை 1000 எனக்கொ�ொண்டாால்? கணக்கீடு செெய்யாாமல் கனஅளவுகளின் 
தொ�ொகைை

. .b h
6

1
1 001 2 001

2 # #

எனக் காாணலாாம் அல்லவாா. இந்தத் தொ�ொகைைகள் எந்த எண்ணுடன் நெ�ருங்கி நெ�ருங்கி வருகின்றன ?

இதுவே� கூம்பின் கனஅளவு, அதாாவது,

b h b h
6

1
1 2

3

12 2# # =
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வட்டக்கூம்பின் கனஅளவு
சதுரப் பலகைைகளைை அடுக்கி, ஏறக்குறைைய 
சதுரக்கூம்பின் வடிவத்தைை உருவாாக் 
கியது போ�ோன்று, வட்டப்பலகைைகளைை 
அடுக்கி ஏறக்குறைைய வட்டக் கூம்பின் 
வடிவத்தைை உருவாாக்கலாாம்.:

இதைைப் பயன்படுத்தி வட்டக்கூம்பின் 
கனஅளவைைக் கண்டுபிடிக்கலாாம். (முயற்சி 
செெய்து பாார்க்கவும்)

கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவு சிறியதும் பெெரியதும்

ஒரு வட்டக்கூம்பின் அடிப்பக்கத்திற்கு 
இணை�யாாக வெ�ட்டினாால் மே�லே� ஒரு சிறிய 
வட்டக்கூம்பு கிடைைக்கும்.

சிறிய கூம்பின் அளவுகளுக்கும் பெெரிய கூம்பின் 
அளவுகளுக்கும் இடைையே� ஏதேேனும் தொ�ொடர்பு 
உண்டாா?
அடிப்பக்கத்தின் ஆரம். உயரம், சாாய்வுயரம் 
என்பன பெெரிய கூம்பில் R, H, L என்றும், 
சிறிய கூம்பில் r, h, l என்றும் எடுத்தாால், 
படத்திலிருந்து, 

R
r

H
h

L
l= =

இதற்கு முதலில் கோ�ோளத்தின் நடுப்பாாகம் 
வழியாாக ஒரு வட்டத்தைையும் பக்கங்களெ�ல்லாாம் 
அதைை தொ�ொடும் ஓர் ஒழுங்கு பலகோ�ோணத்தைையும் 
கற்பனை� செெய்யவும்.

இனி இந்த வடிவம் சுழற்றினாால் உள்ளே� ஒரு 
கோ�ோளமும் வெ�ளியே� வே�று ஒரு வடிவமும் 
கிடைைக்கும்;

இந்தப் படத்தில் வெ�ளியே� உள்ள வடிவத்தைை இரு 
கூம்பின் அடிக்கண்டங்கள் ஆகவும், ஓர் உருளைை 
ஆகவும் பிரிக்கலாாம்:

பலகோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் எண்ணிக்கைை 
அதிகரிப்பதற்கு ஏற்ப வெ�ளியே� உள்ள வடிவம் 
கோ�ோளத்துடன் கூடுதலாாக நெ�ருங்கும்:
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வட்டக்கூம்பின் அடிக்கண்டம்
ஒரு வட்டக்கூம்பின் மே�லிருந்து ஒரு சிறு கூம்பைை 
வெ�ட் டியெ�டுத்தாால் கீழே� மீதியாாக வரும் பகுதிக்கு 
வட்டக்கூம்பின் அடிக்கண்டம் என்று பெெயர் (frustum 
of a cone.

ஓர் அடிக்கண்டத்தின் மே�லே�யும் கீழே�யும் உள்ள 
வட்டங்களின் ஆரமும் சாாய்வுயரமும் தெெரியுமெ�னில் 
பக்கமுகப் பரப்பளவைை எவ்வாாறு கண்டுபிடிக்கலாாம்? 

பெெரிய கூம்பிலும் சிறிய கூம்பிலும் உள்ள சாாய்வுய 
ரங்கள் L, l என எடுத்தாால் படத்தில் d = L − l. அப்போ�ோது 
அடிக்கண்டத்தின் பக்கமுகப்பரப்பளவு
	 πRL − πrl	=	 π(RL − rl)

	 	=	 π(R(l + d) − rl)

	 	=	 π(Rl + Rd − rl)

இதில் முன்பு கண்டதற்கு ஏற்ப, R
r

L
l=

ஆனதினாால், Rl = rL எனக் கிடைைக்கும். அப்போ�ோது 
அடிக்கண்டத் தின் பக்கமுகப்பரப்பளவு 

	 π(rL + Rd − rl)	 =	 π(r(L − l) + Rd)

		 =	π(rd + Rd)

		 =	 π(r + R)d

இந்தக் கூம்பின் அடிக்கண்டங்களின் பக்கமுகப் பரப்பளவு கண்டுபிடிப்பதற்கு அவற்றில் ஒன்றைை 
எடுத்துப் பாார்க்கலாாம். இதன் மைையம் வழியாாகச் செெல்லும் வட்டத்தின் ஆரம் m என்றும், உயரம் 

h என்றும் எடுக்கலாாம். வட்டத்தின் ஆரம் r எனவும், அதனை�ச் சுற்றியுள்ள பலகோ�ோணத்தின் ஒரு 
பக்கம் a என்றும் எடுத்தாால் கீழே� காாணப்படும் படம் கிடைைக்கும்..

இதில் இரு செெங்கோ�ோணங்களும் வடிவொ�ொத்தவைை. ஆதலாால்,

r
m

a
h=

என்று காாணலாாம். அதாாவது,
am = rh

இது சுழன்று உருவாாகின்ற அடிக்கண்டத்தின் 
பக்கமுகப் பரப்பளவு 2πma ஆகும் என அடிக் 
கண்டமும் பட்டகமும் என்ற பகுதியில் பாார்த்தோ�ோம் 
அல்லவாா, மே�லே� உள்ள சமன்பாாட்டின்படி, இது 

2πrh க்குச் சமமாாகும். அதாாவது. அடிப்பக்கத்தின் 
ஆரம் உம், உயரம் r உம், உயரம் h உம் உடைைய 
உருளைையின் வளைைதளப் பரப்பளவாாகும்.
அப்போ�ோது என்ன கிடைைத்தது? மே�லே� பாார்த்த 
கோ�ோளத்தின் ஏறக்குறைைய வடிவத்தில் ஒவ்வொ�ொரு 
அடிக்கண்டத்தின் வளைைதளப்பரப்பளவு, அதேே 
உயரமும் கோ�ோளத்தின் ஆரமும் ஆன உருளைை 
யின் வளைைதளப்பரப்பளவாாகும்.

அப்போ�ோது ஏறக்குறைைய இதன் வடிவத்தின் 
மொ�ொத்த பக்கமுகப் பரப்பளவு இந்த உருளைையின் 
மொ�ொத்த வளைைதளப் பரப்பளவு அல்லவாா. இந்த 
உருளைைகளைைச் சேேர்த்து வைைத்தாால் கிடைைப்பது? 
பெெரிய ஓர் உருளைை ஆகும்:

வட்டத்தைை முழுமைையாாகப் பொ�ொதிந்துள்ள ஒரு 
பலகோ�ோணத்தின் பக்கங்களின் எண்ணிக்கைை 
கூடுவதற்கு ஏற்ப அது வட்டத்துடன் நெ�ருங்குகிறது. 
கோ�ோளத்தைைப் பொ�ொதிந்துள்ள வடிவம் கோ�ோள 
வடிவத்தில் ஆகும். இப்போ�ோது நாாம் பாார்த்ததற்கு 
ஏற்ப பக்கங்கள் எத்தனை� அதிகரித்தாாலும் இந்த 
வடிவத்தின் பக்க முகப்பரப்பளவு, கோ�ோளத்தைைப் 
பொ�ொதிந்த உருளைையின் வளைைதளப் பரப்பளவு 
ஆகும். அப்போ�ோது கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவும், 
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அதனை�ப் பொ�ொதிகின்ற உருளைையின் பக்கமுகப் 
பரப்பளவே�. உருளைையின் அடிப்பக்கத்தின் 
ஆரம் r உம், உயரம் 2r உம் ஆனதாால், அதன் 
வளைைதளப்பரப்பளவு

2π × r × 2r = 4πr2

இதுவே� கோ�ோளத்தின் மே�ற்பரப்பளவும்.

கோ�ோளத்தின் கனஅளவு
இந்தப் படத்தைைப் பாார்க்கவும்:

நெ�டுக்காாகவும் குறுக்காாகவும் வட்டங்கள் வரைைந்து 
கோ�ோளம் சிறிய கட்டங்களாாகப் பிரிக்கப்பட்டுள்ளது. 
இத்தகைைய ஒரு கட்டத்தின் உச்சிகளைைக் கோ�ோள 
மைையத்துடன் இணை�த்தாால், சதுரக் கூம்பு போ�ோன்ற 
ஒரு வடிவம் கிடைைக்கும்:

இத்தகைைய வடிவங்கள் சேேர்ந்ததேே கோ�ோளம். 
அதனாால் கோ�ோளத்தின் கனஅளவு இந்த 
வடிவங்களின் கனஅளவுகளின் தொ�ொகைை ஆகும். 
இனிக் கோ�ோளத்தின் கட்டங்கள் ஒவ்வொ�ொன்றைையும் 
கோ�ோளத்தைைத் தொ�ொடுகின்ற சிறிய சதுரங்களாாக 
ஆக்கினாால், கோ�ோளத்தைைப் பொ�ொதிந்த ஒரு வடிவம் 
கிடைைக்கும். அது சரியாான சதுரக்கூம்புகளைை 
இணை�த்தது ஆகும். இந்தக் கூம்புகளின் உயரம் 
கோ�ோளத்தின் ஆரம் ஆகும். இதனை� r என்றும், 

ஒரு கூம்பின் அடிப்பக்கத்தின் பரப்பளவு a என்றும் 

எடுத்தாால், அதன் கனஅளவு 
3

1 ar  எனக்கிடைைக்கும். 
கோ�ோளத்தைைப் பொ�ொதிந்துள்ள வடிவத்தின் கனஅளவு, இந்தக் கூம்புகளின் கனஅளவுகளின் தொ�ொகைை 
அல்லவாா. கூம்புகளின் அடிப்பக்கங்கள் சேேர்ந்தாால், இந்த வடிவத்தின் மே�ற்பரப்பளவு ஆகும். அப்போ�ோது 

அடிக்கண்டமும் உருளைையும்
படத்தில் வட்டக்கூம்பின் அடிக்கண்டத்தின் பக்க 
முகப்பரப்பளவு π(r + R)d எனக் கண்டோ�ோம் அல்லவாா.

இதன் நடுவிலுள்ள வட்டத்தின் ஆரம் x என எடுத்தாால், 
இத்தகைைய ஒரு படம் கிடைைக்கும்?

இவ்வாாறு மே�லும் ஒரு கோ�ோடு வரைைந்தாாலோ�ோ?

வலதுபக்கம் உள்ள இரு வடிவொ�ொத்த செெங்கோ�ோண 
முக்கோ�ோணங்களிலிருந்து,  

R r
x r

2

1

�
� �

என்று காாணலாாம். இதனை� எளிதாாக்கினாால்

x R r
2

1� �^ h
எனக் கிடைைக்கும். அதாாவது அடிக்கண்டத்தின் 
பக்கமுகப்பரப்பளவு, 2πxd.

இது. அடிப்பக்கத்தின் ஆரம் x உம், உயரம் d உம் 
உடைைய உருளைையின் வளைைதளப்பரப்பளவு அல்லவாா. ?
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இந்தக் கூம்புகளின் அடிப்பக்கப் பரப்பளவுகளின் தொ�ொகைை இந்த வடிவத்தின் மே�ற்பரப்பளவு ஆகும். 
அதைை s என எடுத்தாால், வடிவத்தின்  கனஅளவு 

3

1 sr எனக் கிடைைக்கும்.

கோ�ோளத்தின் கட்டங்கள் சிறியதாாக மாாறும்போ�ோது அவற்றின் எண்ணிக்கைை கூடுவதற்கு ஏற்ப 
கோ�ோளத்தைைப் பொ�ொதிந்துள்ள வடிவம் கோ�ோளத்துடன் நெ�ருங்குகிறது; s என்பது, கோ�ோளத்தின் 
மே�ற்பரப்பளவினோ�ோடும் நெ�ருங்கும்,  அது  4πr2 ஆகும் எனப் பாார்த்தோ�ோம் அல்லவாா. அப்போ�ோது 
கோ�ோளத்தைைப் பொ�ொதிந்துள்ள வடிவத்தின் கனஅளவு

3

1  × 4πr2 × r = 
3

4 πr3

என்ற எண்ணுடன் நெ�ருங்கி நெ�ருங்கி வருகிறது. இதுவே� கோ�ோளத்தின் கனஅளவு.
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சரி அல்லாாத சராாசரி
அடுத்தடுத்து வசிக்கின்ற 10 குடும்பங்களின் மாாத வருமாானம் இவ்வாாறாாகும்.

	 16500	 21700	 18600	 21050	 19500

	 17000	 21000	 18000	 22000	 17500

இந்தக் குழுவின் சராாசரி வருமாானம் எத்தனை� ரூபாாய் ?

வருமாானம் அனை�த்தைையும் கூட்டி, 10 ஆல் வகுத்தாால் சராாசரி  19285 ரூபாாய் என்று கிடைைக்கும்..

இனி இந்தப் பத்துக் குடும்பங்களின் மாாத வருமாானத்தின் பல்வே�று விவரங்களுக்குப் பதிலாாக, 
சராாசரி தொ�ொகைை மட்டும் கிடைைத்தாாலும், இவர்களின் மொ�ொத்தத்தில் உள்ள பெெருளாாதாார நிலைையைைக் 
குறித்துப் பொ�ொதுவாாகச் சிலவற்றைைக் கூறலாாம்;

•	 இவர்களின் மாாத வருமாானம் 19285 ரூபாாயுடன் மிக நெ�ருங்கி வரும் தொ�ொகைை ஆகும்.

• 	 எவருடைைய மாாத வருமாானமும் 19285 ரூபாாயிலிருந்து மிகக் கூடுதலாாகவோ�ோ மிகக் குறைைவாாகவோ�ோ 
இல்லைை.

• 	 19285 ரூபாாயைைவிடக் கூடுதல் மாாதவருமாானம் உள்ளவர்களின் எண்ணிக்கைையும், இந்தத் 
தொ�ொகைையைைவிடக் குறைைந்த மாாத வருமாானம் உள்ளவர்களின் எண்ணிக்கைையும் ஏறக்குறைைய 
சமம் ஆகும்.

இவர்களின் அருகிலே�யே� 175000 ரூபாாய் மாாதவருமாானம் உள்ள ஒரு குடும்பமும் வசிக்கிறாார்கள் 
எனக் கருதவும். இப்போ�ோது 11 குடும்பங்களின் சராாசரி வருமாானம் என்ன?

( )

11

19285 10 175000# +
 = 33441 ரூபாாய்

இனி, இந்த விவரங்கள் ஒன்றைையும் கூறாாமல், இப்போ�ோது கிடைைத்துள்ள சராாசரியைை மட்டும் கூறினாால், 
இந்த 11 குடும்பங்களின் மாாத வருமாானம் சுமாார் 30000 ரூபாாய் என்ற தவறாான கருத்து உண்டாாகும் 
அல்லவாா. இந்த எண் பத்துக் குடும்பங்களின் மாாத வருமாானத்தின் ஏறக்குறைைய ஒன்றரைை மடங்கு ஆகும்.

1313 புள்ளிவிவரக் கணக்குபுள்ளிவிவரக் கணக்கு
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சராாசரியைைக் கணக்கிடுவதன் நோ�ோக்கம், ஒரு குறிப்பிட்ட பொ�ொருளைைப் பற்றிய எண்களின் 
எண்ணிக்கைையைைக் குறைைத்து, ஒரு பொ�ொதுவாான கருத்தைை வழங்கும் ஓர் எண்ணாாக 
சுருக்குவதாாகும். ஆனாால் குழுவில் மற்ற எண்களைை விட மிகப் பெெரியதோ�ோ, மிகச் சிறியதோ�ோ ஆன 
எண்கள் (எண்ணிக்கைையில் குறைைவாாக இருந்தாாலும் கூட) சராாசரியில் மிக அதிகமாாகத் தாாக்கம் 
செெலுத்துகின்றன.

நமது எடுத்துக்காாட்டில், முதலில் உள்ள பத்து எண்களைை விட மிகப்பெெரிய ஒரேேயொ�ொரு எண்ணே� 
சராாசரியைை மிக அதிகமாாக மாாற்றியது. இதைைப்போ�ோன்று மிகப்பெெரியதோ�ோ, மிகச் சிறியதோ�ோ ஆன 
எண்கள் சராாசரியைைக் குறித்துள்ள பொ�ொதுக் கருத்தைைத் தவறாாக்கும் பிற சூழல்களைைக் கூறலாாமாா?

வே�றொ�ொரு சராாசரி
நமது எடுத்துக்காாட்டில் உள்ள 11 குடும்பங்களின் மாாத வருமாானத்தைைக் குறித்துள்ள சரியாான 
குறிப்புத் தருகின்ற வே�றொ�ொரு எண்ணை�க் கணக்கிடுவது எவ்வாாறு என்று பாார்ப்போ�ோம்.
அவ்வாாறாான ஒரு எண்ணை�க் குறித்து சிந்தித்துப் பாார்க்கலாாம். வருமாானங்கள் அனை�த்தைையும் 
எண்களின் ஏறுவரிசைையில் எழுதி, நடுவில் உள்ள எண்ணை� எடுத்தாால், 5 குடும்பங்களின் 
வருமாானம் அதைைவிடக் குறைைவாாகவும், மற்ற 5 குடும்பங்களின் வருமாானம் அதைைவிடக் கூடுதலாாகவும் 
இருக்கும் அல்லவாா.

முதலில் எண்களைை ஏறுவரிசைையில் அல்லது இறங்குவரிசைையில் எழுதலாாம்.

16500, 17000, 17500, 18000, 18600, 19500, 21000, 21050, 21700, 22000, 175000

இதில் நடுவில் உள்ள எண் 19500. இதனை� மே�லே� எழுதப்பட்டுள்ள எண்களின் இடைைநிலைை 
(median) என்று கூறுகிறோ�ோம்.

அதாாவது, இந்த 11 குடும்பங்களின் இடைைநிலைை மாாதவருமாானம் 19500 ரூடாாய் ஆகும். இதைை 
வே�றொ�ொரு முறைையில் கூறலாாம். மொ�ொத்தம் உள்ள 11 குடும்பங்களில் 5 இன் மாாதவருமாானம்  19500 
ஐ விடக்குறைைவும், 5 குடும்பங்களின் மாாதவருமாானம் 19500 ஐ விடக் கூடுதலும் ஆகும். அதாாவது, 
இடைைநிலைை வருமாானத்தைைவிடக் குறைைந்த வருமாானம் உள்ள குடும்பங்களின் எண்ணிக்கைையும், 
இடைைநிலைை வருமாானத்தைை விடக்கூடுதல் வருமாானம் உள்ள குடும்பங்களின் எண்ணிக்கைையும் 
சமம் ஆகும். இனி முதலில் உள்ள 10 குடும்பங்களைை மட்டும் எடுத்தாால்? இவர்களின் மாாத 
வருமாானத்தைை மட்டும் ஏறுவரிசைையில் அல்லது இறங்குவரிசைையில் எழுதினாால் நடுவில் ஓர் 
எண்ணிற்குப் பதிலாாக, 18600, 19500 என்ற இரு எண்கள் கிடைைக்கும். 

இங்கும் இடைைநிலைையாாக எடுக்க வே�ண்டியது, அதைைவிடக் குறைைந்த வருமாானம் உள்ள 
குடும்பங்களின் எண்ணிக்கைையும் அதைைவிடக் கூடுதல் வருமாானம் உள்ள குடும்பங்களின் 
எண்ணிக்கைையும் சமமாாகின்ற விதத்தில் ஆகும். 18600 க்கும் 19500 க்கும் இடைைநிலைையாாக 
எந்த எண்ணை� எடுத்தாாலும் இது சரியாாகும். சாாதாாரணமாாக இவற்றின் தொ�ொகைையின் பாாதியே� 
இடைைநிலைையாாக எடுக்கப்படுகிறது .. அதாாவது  10 குடும்பங்களின் இடைைநிலைை மாாதவருமாானம்

2

1 (18600 + 19500) = 19050 ரூபாாய்.

இடைைநிலைையாான 19050 ரூபாாய் என்பது சராாசரியாான 19285 ரூடாாய் என்பதைைப் போ�ோன்றேே 
முதலில் உள்ள பத்துக் குடும்பங்களின் பொ�ொருளாாதாார நிலைையைைக் குறித்துள்ள பொ�ொதுக் கருத்தைைத் 
தருகிறது அல்லவாா. (சராாசரிக்கும், இடைைநிலைைக்கும் இடைையில் பெெரிய வே�றுபாாடும் இல்லைை).

பதினொ�ொன்றாாவது குடும்பத்தின் கூடிய வருமாானம் இடைைநிலைையில் பெெரிய மாாற்றத்தைை 
உண்டாாக்கவில்லைை என்பதேே இங்கு முக்கியம். மட்டுமல்ல, சில குடும்பங்களின் இடைைநிலைை 
வருமாானம் 19050 ரூபாாய், அதில் ஒரு குடும்பத்தின் மாாதவருமனாாம் 21000 ரூபாாய் என்று மட்டும் 
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கூறினாால், இவற்றில் பாாதிக்கும் மே�ற்பட்ட குடும்பங்களின் வருமாானத்தைை விட இந்தக் குடும்பத்திற்கு 
உண்டு என்றும் புரிந்துகொ�ொள்ளலாாம்.

(1) 	நீளம் தாாண்டுதல் பயிற்சியில் அஹிரத் தாாண்டிய தூரங்கள் இவ்வாாறாாகும். 

6.10, 6.20, 6.18, 6.20, 6.25, 6.21, 6.15, 6.10

	 தூரங்கள் அனை�த்தும் மீட்டரில் ஆகும். இவற்றின் சராாசரியைையும், இடைை நிலைையைையும் 
கண்டு பிடிக்கவும். அவற்றின் இடைையில் பெெரிய வே�றுபாாடு இல்லாாதது எதனாால்? 

(2) 	கேேரளாாவில் உள்ள பல்வே�று மாாவட்டங்களில்  2025 ஜூூன் மாாதத்தில்  முதல் ஒரு 
வாாரம் பெெய்த மழைையின் அளவு. பதிவு செெய்யப்பட்ட அட்டவணை� கீழே� தரப்பட்டுள்ளது.

மாாவட்டம் மழைையின் அளவு (மி.மீ)

காாசர்கோ�ோடு

கண்ணூர்

கோ�ோழிக்கோ�ோடு

வயநாாடு

மலப்புறம்

பாாலக்காாடு

திருச்சூர்

எர்ணாாகுளம்

கோ�ோட்டயம்

இடுக்கி	

பத்தனம்திட்டைை

ஆலப்புழைை

கொ�ொல்லம்

திருவனந்தபுரம்

108.7

89.4

74.8

72.0

42.6

35.7

66.4

73.5

69.1

50.5

43.6

93.1

39.0

37.5

	 இந்த வாாரத்தில் கேேரளாாவின் மழைையின் சராாசரியைையும் இடைைநிலைையைையும் 
கணக்கிடுக. சராாசரியைைவிட, இடைைநிலைை குறைைந்தது எதனாால்? 

(3)	 கூட்டுத்தொ�ொடரில் உள்ள சில எண்களின் இடைைநிலைையும் சராாசரியும் சமம் ஆகும் 
என நிறுவுக.
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நிகழ்வெ�ண்ணும் இடைைநிலைையும்
இரத்தத்தில் ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் அளவு சாாதாாரணமாாக ஒரு டெ�சிலிட்டரில் (அதாாவது 100  மில்லிலிட்டர்) 
எத்தனை� கிராாம் என்ற வீதத்தில் தாான் கூறப்படுகிறது. 25 குழந்தைைகளிடம் இரத்தப் பரிசோ�ோதனை� 
நடத்தி, ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் அளவுக்கு ஏற்ப வகைைப்படுத்திய அட்டவணை�யே� இது.

ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் (கிராாம் /டெ�.லி) குழந்தைைகளின் எண்ணிக்கைை

12.0

12.4

12.7

13.1

13.3

13.6

14.0

2

3

5

6

4

3

2

இதிலிருந்து ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் அளவின் சராாசரியைைக் கண்டுபிடிக்கலாாம். இடைைநிலைையைை 
எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம்?

நடுவில் வருவதேே இடைைநிலைை. அதாாவது இந்த அட்டவணை�யில் உள்ள 25 குழந்தைைகளில்,12 
பேேரின் ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் அளவு இடைைநிலைையைை விடக்குறைைவாாக இருக்க வே�ண்டும்; 12 
குழந்தைைகளின் அளவு கூடுதலாாகவும் இருக்க வே�ண்டும்.

இதைைக் கணக்கிட, அளவுகளின் வரிசைையில் குழந்தைைகளைை நிறுத்தி, 13 ஆவது குழந்தைையின் 
அளவைை எடுத்தாால் போ�ோதும். இவ்வாாறு நிறுத்துவதாாக நினை�த்துப் பாார்க்கவும்.

முதலில் உள்ள 2 குழந்தைைகளின் ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் 12, அடுத்த 3 குழந்தைைகளுக்கு 12.4 இவ்வாாறு 
வரிசைை நீண்டு போ�ோகிறது.

நமக்குத் தேேவைை 13-ஆவது குழந்தைையின் அளவு அல்லவாா. அட்டவணை�யின் எண்ணிக்கைையைைக் 
கூட்டிக்கூட்டி ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் தொ�ொடரில் இந்தக் குழந்தைையின் இடத்தைைக் கண்டுபிடிக்கலாாம். 
முதலில் உள்ள 2 குழுவில் உள்ள 2 + 3 = 5 குழந்தைைகளைை எடுக்கும்போ�ோது அளவு 12.4 வரைை 
ஆகிறது. அதாாவது,  5-ஆவது குழந்தைையின் அளவு  12.4.
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மீண்டும் அடுத்தக் கூட்டத்தில் உள்ள 5 குழந்தைைகளைையும் சேேர்த்துக்கூட்டினாால் 5 + 5 = 10 
குழந்தைைகள் ஆயினர். அளவு 12.7 இல் வந்து சேேரும்.

அதாாவது 10-ஆவது குழந்தைையின் அளவு 12.7
இனி அடுத்தக் குழுவிலுள்ள 6 குழந்தைைகளைையும் சேேர்த்துக் கூட்டினாால் 10 + 6 = 16 குழந்தைைகள் 
ஆயினர்.

நமக்குத் தேேவைை 13-ஆவது குழந்தைையின் அளவாாகும். வரிசைையில் 11 முதல் 16 வரைை உள்ள 
குழந்தைைகளின் அளவு  13.1 அல்லவாா. அப்போ�ோது 13-ஆவது குழந்தைையின் ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் 
அளவும் 13.1 தாான். இதுதாான் அளவுகளின் இடைைநிலைையும்.

படத்திற்குப் பதிலாாக இதனை� அட்டவணை�யாாக்கலாாம்.

ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் அளவு (கிராாம்/டெ�.லி) குழந்தைைகளின் எண்ணிக்கைை

12.0 வரைை 
12.4 வரைை 
12.7 வரைை 
13.1 வரைை 
13.3 வரைை 
13.6 வரைை 
14.0 வரைை 

2

5

10

16

20

23

25

அட்டவணை�யிலிருந்து 11 முதல் 16 வரைை உள்ள இடங்களில் குழந்தைைகளின் ஹீமோ�ோகுளோ�ோபின் 
அளவு 13.1 எனக் காாணலாாம். மொ�ொத்தக் குழந்தைைகளின் நடுவில் உள்ள 13-ஆவது குழந்தைையும் 
இந்தக் குழுவில் உள்ளதாால் இடைைநிலைை 13.1 என்று கணக்கிடலாாம்.
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(1) 	கீழே� உள்ள அட்டவணை�யில் ஒரு பகுதியில் வசிக்கும் 35 குடும்பங்கள் மாாத 
வருமாானத்தின் அடிப்படைையில் வகைைப்படுத்தப்பட்டுள்ளன:

மாாதவருமாானம் (ரூபாாய்) குடும்பங்களின் எண்ணிக்கைை

10000
11000
12000
13000
14000
15000
16000

3
7
8
5
5
4
3

இடைைநிலைை வருமாானத்தைைக் கணக்கிடுக..
(2) 	ஒரு தொ�ொழிற்சாாலைையில் பல்வே�று பணியாாளர்களின் எண்ணிக்கைை தினக்கூலிக்கு 

ஏற்ப எழுதப்பட்டுள்ள அட்டவணை�யே� இது.

தினக்கூலி (ரூபாாய்) பணியாாளர்களின் எண்ணிக்கைை

700
800
900
1000
1100
1200
1300

2
4
5
7
5
4
3

தினக்கூலியின் இடைைநிலைையைைக் காாண்க..
(3) 	ஒரு மருத்துவமனை�யில், ஒருவாாரம் பிறந்த குழந்தைைகளின் எண்ணிக்கைை எடைைக்கு 

ஏற்ப வகைைப்படுத்தி அட்டவணை�யாாகக் கீழே� தரப்பட்டுள்ளது.

குழந்தைைகளின் எடைை (கி.கிராாம்) குழந்தைைகளின் எண்ணிக்கைை

2.500
2.600
2.750
2.800
3.000
3.150
3.250
3.300
3.500

4
6
8
10
12
10
8
7
5

	 எடைையின் இடைைநிலைையைைக் கணக்கிடுக.
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பிரிவுகளும் இடைைநிலைையும்
ஒரு தொ�ொழிற்சாாலைையில் உள்ள பணியாாளர்களின் தினக்கூலியின் அடிப்படைையில் வகைைப்படுத்திய 
அட்டவணை�யே� கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ளது.

தினக்கூலி (ரூபாாய்) பணியாாளர்களின் எண்ணிக்கைை

400 - 500
500 - 600
600 - 700
700 - 800
800 - 900
900 - 1000

6
7
10
9
5
4

மொ�ொத்தம் 41

இந்தத் தொ�ொழிற்சாாலைையின் இடைைநிலைை தினக்கூலியைை எவ்வாாறு கணக்கிடலாாம்? மிகக் குறைைந்த 
கூலி கிடைைப்பவர் முதல், மிகக் கூடுதல் கூலி கிடைைப்பவர் வரைையிலாான பணியாாளர்களைை 
வரிசைைப்படுத்தினாால் நடுவில் வருகின்ற நபரின் கூலியைையே� கணக்கிட வே�ண்டும். மொ�ொத்தம் 

41 பணியாாளர்கள் உள்ளனர். அப்போ�ோது நடுவில் வருபவர் இந்த வரிசைையின் 21-ஆவது நபர். .

அட்டவணை�யில் தினக்கூலியைைப் பல பிரிவுகளாாகப் பிரித்ததில் எந்தப் பிரிவில் உள்ளவர் 21 
ஆவது நபர் என முதலில் கண்டுபிடிக்கலாாம். முன்பு செெய்த கணக்கினை�ப் போ�ோன்று ஒவ்வொ�ொரு 
பிரிவிலும் பணியாாளர்களைைச் சேேர்க்கும் போ�ோது மொ�ொத்தம் எத்தனை� பேேர் உள்ளனர் என்று 
பாார்க்கலாாம். 

தினக் கூலி (ரூபாாய்) பணியாாளர்களின் எண்ணிக்கைை

500 ஐவிடக் குறைைவு
600 ஐவிடக் குறைைவு
700 ஐவிடக் குறைைவு
800 ஐவிடக் குறைைவு
900 ஐவிடக் குறைைவு
1000 ஐவிடக் குறைைவு

6
13
23
32
37
41

அட்டவணை�க்கு ஏற்ப 600 ரூபாாயைைவிடக் குறைைந்த கூலி பெெறுபவர்களைை ஒன்றாாகச் சேேர்க்கும் 
போ�ோது  13-ஆவது நபர் வரைை வருகின்றனர். 700 ரூபாாயைைவிடக் குறைைந்த கூலி பெெறுபவர்களைையும் 
சேேர்க்கும் போ�ோது 23-ஆவது நபர் வரைை வருகின்றனர். இந்த இரு பணியாாளர்களுக்கும் இடைையில் 
அல்லவாா நம்முடைைய 21-ஆவது நபர். அப்போ�ோது அந்த நபரின் கூலி 600 ரூபாாய்க்கும் 700 ரூபாாய்க்கும் 
இடைையிலாாகும் எனக் கிடைைத்தது.

கூலியைை மே�லும் சரியாாகக் கணக்கிட என்ன செெய்யலாாம்?
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14-ஆவது நபர் முதல் 23-ஆவது நபர் வரைையுள்ள 10 பணியாாளர்களின் தினக்கூலி 600 ரூபாாய்க்கும் 
700 ரூபாாய்க்கும் இடைையில் ஆகும் என்பதல்லாாமல் இவர்களில் ஒவ்வொ�ொருவரின் தினக்கூலி 
எவ்வளவு எனத் தெெரியாாது அல்லவாா. 

அப்போ�ோது சில ஊகங்கள் தேேவைைப்படும். (பிரிவுகளாாக்கியவற்றிலிருந்து சராாசரி கணக்கிடுவதற்கும் சில 
ஊகங்கள் தேேவைை அல்லவாா)  600 முதல் 700 வரைையிலாான 100 ரூபாாயைைச் 10 சமப் பிரிவுகளாாக்கி 
ஒவ்வொ�ொரு பிரிவிலிருந்தும் ஒருவர் என எடுக்கலாாம்.:

இதில் ஒவ்வொ�ொரு துணை�ப்பிரிவிலும் நபரின் கூலி இந்தத் துணை�ப் பிரிவின் நடுவில் எனவும் 
ஊகிக்கலாாம் :

இந்த ஊகங்களின் அடிப்படைையில் 21-ஆவது நபரின் கூலியைைக் கணக்கிடலாாம் அல்லவாா..

அதாாவது தினக்கூலியின் இடைைநிலைை 675 ரூபாாய்.

படம் வரைையாாமலே� இதனை�க் கணக்கிடலாாம். தினக்கூலியின் அடிப்படைையில் பணியாாளர்களைை 
வரிசைைப்படுத்துவதைைக் குறித்துள்ள நம் ஊகங்களைைப் பயன்படுத்தி இடைைநிலைையாாக வரும் 
கூலியைைக் கணக்கிட்டது எவ்வாாறு ?

•	 14-ஆவது நபரின் கூலி 605 ரூபாாய்.

• 	 தொ�ொடர்ந்து 23-ஆவது நபர் வரைையிலாான ஒவ்வொ�ொருவரின் கூலி 10 ரூபாாய் வீதம் கூடுகிறது.

•	 14-ஆவது நபர் முதல், நமக்குத் தேேவைையாான 21-வது நபர் வரைை செென்றடைைய 7 பேேரைைச் 
சேேர்க்க வே�ண்டும்.

அப்போ�ோது இது ஓர் எண் பிரச்சினை� அல்லவாா ?

605 இல் தொ�ொடங்கி, 10 வீதம் 7 தடவைை கூட்டினாால் கிடைைக்கின்ற எண் எது? இதன் விடைை 

605 + (7 × 10) = 675

எனக் கணக்கிடலாாம் அல்லவாா.

இத்தகைைய ஏராாளமாான கணக்குகளைைக் கூட்டுத் தொ�ொடர்கள் என்ற பாாடத்தில்  செெய்திருக்கிறீர்கள் 
அல்லவாா.
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படம் ஒன்றும் வரைையாாமல் இதைைப் போ�ோன்று ஒரு கணக்கைைச் செெய்து பாார்ப்போ�ோம். ஒரு நிறுவனத்தில் 
வே�லைை செெய்யும் தொ�ொழிலாாளர்களின் எண்ணிக்கைை வயதுக்கு ஏற்ப வகைைப்படுத்தி அட்டவணை�யாாகக் 
கீழே� கொ�ொடுக்கப்பட்டுள்ளது.  

வயது தொ�ொழிலாாளர்களின் எண்ணிக்கைை

25 - 30
30 - 35
35 - 40
40 - 45
45 - 50
50 - 55

4
7
8

10
9
8

மொ�ொத்தம் 46

இடைைநிலைை வயதைைக் கணக்கிட வே�ண்டும். இதில் ஆட்களின் எண்ணிக்கைை 46 என்ற 
இரட்டைை எண் என்பதாால், ஆட்களைை வயதுக்கு ஏற்ப வரிசைைப்படுத்தி 23, 24 ஆவது இடங்களில் 
வருகின்றவர்களின் வயதுகளின் தொ�ொகைையின் பாாதியைை எடுக்க வே�ண்டும்.

முதலில் கூட்டு நிகழ்வெ�ண்களைை எழுதலாாம்.

வயது தொ�ொழிலாாளர்களின் எண்ணிக்கைை

30 ஐ விடக்குறைைவு 
35 ஐ விடக்குறைைவு
40 ஐ விடக்குறைைவு
45 ஐ விடக்குறைைவு
50 ஐ விடக்குறைைவு
55 ஐ விடக்குறைைவு

4
11
19
29
38
46

இதிலிருந்து, வயதின் வரிசைையில், 20 முதல் 29 வரைையுள்ள இடங்களில் உள்ள 10 ஆட்கள், 
40 க்கும் 45 க்கும் இடைையில் வயதுடைையவர்கள் ஆவர். நமக்குத் தேேவைையாான  23 ஆவது  24 
ஆவது இடங்களில் உள்ளவர்கள் இக்குழுவில் அல்லவாா.

முன்பு செெய்ததைைப் போ�ோன்று 40 முதல் 45 வரைையுள்ள 5 ஆண்டுகளைை 10 சமபாாகங்களாாகக் 
கொ�ொண்டு, இந்த ஒவ்வொ�ொரு துணை�ப்பிரிவிலும் ஒருவர் வீதம் உண்டு என்றும் அந்த ஒருவரின் 
வயது துணை�ப்பிரிவின் நடுவில் உள்ள எண் ஆகும் என்றும் நினை�த்துக்கொ�ொள்வோ�ோம். அப்போ�ோது 

ஒவ்வொ�ொரு துணை�ப்பிரிவின் நீளம்
10

5

2

1=  ஆண்டு.

இதற்கு ஏற்ப 20-ஆவது இடத்தில் உள்ளவரின் வயது, 40 ஆண்டினுடைையவும் 
2

1
40  

ஆண்டினுடைையவும் நடுவில், அதாாவது 
4

1
40  ஆண்டு, தொ�ொடர்ந்து 29-ஆவது இடம் வரைையிலாான 

ஒவ்வொ�ொருவரினுடைையவும் வயது 
2

1  கூடும் என எடுத்துக்கொ�ொள்ளப்படுகிறது. அப்போ�ோது 23-ஆவது 

இடத்தில்  உள்ளவரின் வயது
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4

1

4

1

2

1

4

3
40 3

2

1
40 1 41#� � � �c m  ஆண்டு

24-ஆவது இடத்தில் உள்ளவரின் வயது

4

3

2

1

4

1
41 42� �  ஆண்டு

இனி இடைைநிலைை வயது கிடைைப்பதற்கு இந்த வயதுகளின் தொ�ொகைைகளின் பாாதியைை எடுக்க 
வே�ண்டும்.

4

3

4

1

2

1

2

1
41 42 84 42#� � �c m

இவ்வாாறு இடைைநிலைை வயது 42 எனக் காாணலாாம்.

இந்தக் கணக்கில் 23 உம் 24 உம் இடங்களில் வருகின்றவர்கள் 40 − 45 என்ற ஒரேே வயது 
பிரிவினராாகும். இவ்வாாறல்லாாத சூழல்களில் சிறிது வே�றுபாாட்டுடன் இடைைநிலைை கணக்கிடப்படுகிறது. 
இந்த எடுத்துக்காாட்டைைப் பாாருங்கள்: 

ஒரு தேேர்வு எழுதிய குழந்தைைகளின் மதிப்பெெண்களைை 
அடியொ�ொற்றி வகைைப்படுத்திய அட்டவணை� கீழே� 
காாண்பிக்கப்பட்டுள்ளது.

மதிப்பெெண் குழந்தைைகளின் 
எண்ணிக்கைை

0 - 10
10 - 20
 20 - 30
30 - 40
40 - 50

4
7
9

12
8

மொ�ொத்தம் 40

இடைைநிலைை மதிப்பெெண் கணக்கிடவும்.
முதலில் கூட்டு நிகழ்வெ�ண்களைை எழுதலாாம்:

மதிப்பெெண் குழந்தைைகளின் 
எண்ணிக்கைை

10 ஐவிடக் குறைைவு
20 ஐவிடக் குறைைவு
30 ஐவிடக் குறைைவு
40 ஐவிடக் குறைைவு
50 ஐவிடக் குறைைவு

4
11
20
32
40

இங்கேே குழந்தைைகளின் மதிப்பெெண் அடிப்படைையில் (மிகக் குறைைவு முதல் மிகக் கூடுதல் வரைை) 
வரிசைைப்படுத்தினாால், 30 க்குக் கீழ் மதிப்பெெண்கள் உள்ளவர்கள் 20; அதாாவது மொ�ொத்தமாான 40 
குழந்தைைகளில் பாாதி.

இடைைநிலைைப் பரப்பளவு
நிகழ்வெ�ண் அட்டவணை�யின் செெவ்வகப் 
படம் வரைைந்தது நினை�வில் உண்டல்லவாா? 
வயதுக் கணக்கின் செெவ்வகப் படம் இதுவாாகும்.

இதில் இடைைநிலைையாான 42 வழியாாக நேேராாக 
ஒரு கோ�ோடு வரைைந்தாால் படம் இரண்டு 
பிரிவுகளாாக ஆகும்.

இந்த இரண்டு   பிரிவுகளினுடைையவும் 
பரப்பளவு சமம் எனக் காாண சிரமம் இல்லைை 
அல்லவாா. (செெய்து பாார்க்கவும்) 

எல்லாாக் கணக்கிலும் இடைைநிலைைக்கு இந்தத் 
தன்மைை உண்டாா? 
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அப்போ�ோது மதிப்பெெண்களின் இடைைநிலைை 30 ஆகவே� எடுக்கப்படுகிறது. மொ�ொத்தம் உள்ளவர்களில் 
பாாதி குழந்தைைகளின் மதிப்பெெண் 30க்குக் கீழே�யும் மீதம் உள்ள பாாதி குழந்தைைகளின் மதிப்பெெண் 

30 க்குக் கூடுதல் அல்லது 30 தாான் என்பது தாான் இதன் பொ�ொருள்.

(1)	 ஒரு வட்டாாரத்தில் உள்ள சில வீடுகளைை மின்சாாரப் பயன்பாாட்டின் அடிப்படைையில் 
வகைைப்படுத்திய அட்டவணை� கீழே� உள்ளது.

மின்சாாரப் பயன்பாாடு 
(யூனிட்)

வீடுகளின் எண்ணிக்கைை

220 - 240
240 - 260
260 - 280
280 - 300
300 - 320
320 - 340

3
6
7
10
9
4

	 மின்சாாரப் பயன்பாாட்டின் இடைைநிலைையைைக் காாண்க..

இடைைநிலைை வாாய்ப்பு  
நடுவில் உள்ள செெங்குத்துக் கோ�ோடு 
செெவ்வகத்தைை ஒரேே பரப்பளவு உள்ள இரு 
பகுதிகளாாகப் பிரிக்கிறது எனப் பாார்த்தோ�ோம்.

அப்போ�ோது, இப்படத்தில் ஒரு புள்ளி வைைத்தாால் 
அது இதில் ஏதேேனும் பகுதியில் வர ஒரேே 

வாாய்ப்பு உள்ளது (அதாாவது வாாய்ப்பு 
2

1 ).

அதாாவது கணக்கில் கூறப்பட்டுள்ள 
நிறுவனத்தில் தனிப்பட்ட முன்னுரிமைை 
ஒன்றுமில்லாாமல் ஒருவரைை எடுத்தாால், 
அந்த நபரின் வயது 42 க்கு குறைைவாாகவும், 
கூடுதலாாகவும் வர ஒரேே வாாய்ப்பு உள்ளது.

(2) 	 ஒரு வகுப்பில் உள்ள மாாணவர்களைை கணக்குத் 
தேேர்வில் கிடைைத்த மதிப்பெெண்களின் அடிப்படைையில் 
வகைைப்படுத்திய அட்டவணை� கீழே� தரப்பட்டுள்ளது. 

மதிப்பெெண்
குழந்தைைகளின் 
எண்ணிக்கைை

0 - 10
10 - 20
20 - 30
30 - 40
40 - 50 

4
8
10
9
5

	 வகுப்பின் இடைைநிலைை மதிப்பெெண்ணை�க் 	
	 கணக்கிடுக.
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(3) 	ஒரு நிறுவனத்தில் உள்ள அலுவலர்கள் ஓர் ஆண்டு கொ�ொடுத்த வருமாான வரி அட்டவணை� 
கீழே� உள்ளது.

வருமாான வரி (ரூபாாய்) அலுவலர்களின் எண்ணிக்கைை

1000 - 2000
2000 - 3000
3000 - 4000
4000 - 5000
5000 - 6000
6000 - 7000
7000 - 8000
8000 - 9000

8
10
15
20
22
8
6
3

	 வருமாான வரியின் இடைைநிலைையைைக் காாணக்கிடுக.



குறிப்புகள்



குறிப்புகள்



குறிப்புகள்



குறிப்புகள்



குறிப்புகள்
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